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本 书 是 同济 大 学 数学 系 多 年 教学 经 验 的 总 结 ， 编 者 参考 了 近年 来 国内 外 出 版 的 多 
本 同类 教材 ， 吸 取 它 们 在 内 容 安 排 、 例 题 配 置 、 定 理 证 明 等 方面 的 优点 ， 并 结合 工科 
院 校 的 实际 需求 来 编写 ， 形 成 了 本 书 如 下 特点 . 

一 、 优 化 编排 ， 重 点 突出 

概率 部 分 从 随机 事件 到 随机 变量 ， 着 重 强调 一 维 随 机 变量 和 多 维 随机 变量 这 两 部 
分 内 容 ， 把 常用 的 数字 特征 归纳 总 结 在 同一 章 中 ， 而 将 大 数 定律 和 中 心 极 限定 理 单独 
RE. 统计 部 分 着 重 强调 参数 的 点 估计 和 区 间 估 计 ， 假设 检验 可 作为 课外 选读 . 

二 、 难 度 降 低 ， 帮 助理 解 

在 满足 教学 基本 要 求 的 前 提 下 ， 适 当 减 少 或 降低 了 理论 推导 的 要 求 ， 注 重用 生动 
浅显 的 方式 对 概念 进行 解释 . 对 所 有 章节 中 的 部 分 性 质 或 定理 进行 了 处 理 . 例如 ， 分 
布 函 数 的 性 质 的 证 明 没 有 列 出 ， 取 而 代 之 的 是 通过 例题 图 像 来 进行 说 明 ， 让 初学 者 可 
以 更 直观 地 学 习 . 另外 ， 对 选 学 内 容 加 * 号 处 理 ， 如 泊 松 定理 的 证 明 . 

三 、 习 题 丰 富 ， 题 型 多 样 

每 小 节 和 每 章 结束 时 均 设 置 练习 题 ， 每 小 节 的 习题 与 该 小 节 内 容 匹 配 ， 用 以 帮助 
理解 和 巩固 基本 知识 ; 每 章 的 测试 题 在 题 型 上 更 为 多 样 ， 且 难度 高 于 每 小 节 的 习题 ， 
用 于 帮助 学 生 提 高 . 另外 ， 本 书 将 部 分 考研 真题 编 和 人 测试 题 中 ， 供 学 有 余力 的 学 生 
选 做 . 

、 归 纳 总 结 ， 提 升 素 养 

设置 章 总 结 ， 并 通过 微 课 视 频 的 形式 呈现 . 章 总 结 前 明了 这 一 章 内 容 的 重点 和 基 
本 要 求 ， 对 某 些 重点 概念 和 方法 作 了 进一步 的 阐述 ， 并 指出 了 学 习 该 章 内 容 时 应 注意 
的 地 方 . 章 总 结 能 帮助 学 生 系 统 性 地 归纳 该 章 所 学 重点 ， 起 到 提纲 者 领 的 作用 Ж 
外 ， 每 章 还 设置 了 拓展 阅读 栏目 ， 在 增强 趣味 性 的 同时 让 学 生 能 够 了 解 学 科 背 景 . 

本 书 由 杨 徐 菌 编写 第 一 、 二 、 六 、 七 、 八 章 ， 由 王 勇 智 编写 第 三 、 四 、 五 章 ,， 并 
由 杨 徐 菌 完成 统 稿 . 在 编写 过 程 中 ， 钱 伟 民 教授 耐心 细致 地 审阅 了 本 书 的 初稿 ， 提 出 
了 很 多 宝贵 建议 ， 同 济 大 学 数学 系 殷 俊 峰 教授 和 概率 统计 教研 组 多 位 老师 也 提供 了 很 
多 的 帮助 ， 在 此 表示 衷心 感谢 另外， 南京 理工 大 学 候 传 志和 南京 师范 大 学 李 启 才 对 
书稿 进行 了 审查 ， 提 出 了 很 多 可 行 的 修改 意见 ， 也 在 此 表示 感谢 . 
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第 一 章 ”随机 事件 与 概率 


[ 课 前 导读 ] 

这 一 章 要 介绍 随机 事件 的 定义 ,以 及 怎样 求解 随机 事件 发 生 的 概率 问题 ,正确 计数 对 
概率 求解 十 分 重要 ， 需 要 回忆 和 计数 相关 的 排列 组 合 的 基础 知识 . 

加 法 原理 : 完成 一 件 事 ， 可 以 有 nn 类 办 法 ， 在 第 一 类 办 法 中 有 mi 种 不 同 的 方法 ， 在 
第 二 类 办 法 中 有 ma 种 不 同 的 方法 ，…… pi 
这 件 事 共有 N=mi+ms+…+m, 种 不 同方 法 . 

乘法 原理 : 完成 一 件 事 ， 需 要 分 成 nn 个 步骤 ， 做 第 一 步 时 有 mi 种 不 同 的 方法 ， 做 第 
二 步 时 有 m ФКА Ж, os ， 做 第 nn 步 有 m, 种 不 同 的 方法 ， 那 么 完成 这 件 事 共有 
N=mima*…m, 种 不 同 的 方法 . 

组 合 : 从 nn 个 不 同 的 元 素 中 任 取 r(1r<n) 个 不 同 元 素 , 不 考虑 次 序 将 它们 并 成 一 


а, жаяа, илине") & с, 
F 


排列 : Mn ARAA Pf ((1<r<n) 个 不 同 元 素 ， 按 一 定 的 顺序 排 成 一 列 ， 称 
之 为 排列 . 所 有 不 同 的 排列 种 数 记 为 Ar. 
组 合 数 的 计算 公式 ; | "] а. 
г r! (n-r)! 
n! 
(n-r)! 





排列 数 的 计算 公式 : A’ = 


第 一 他。 随机 事件 及 其 运算 
一 、 随 机 试验 


在 自然 界 和 人 类 活动 中 ， 发 生 的 现象 多 种 多 样 ， 偶 数 能 被 2 整除 ， 函 数 在 间断 处 不 存 
在 导数 ， 课 程 结束 时 要 通过 考试 测评 ， 必 修 课程 不 及 格 要 重修 等 . 这 一 类 现象 在 一 定 条 件 
下 必然 发 生 ， 因 此 称 这 类 现象 为 确定 性 现象 . 一 个 新 生 婴 儿 可 能 是 男孩 也 可 能 是 女孩 ， 期 
末 考 试 可 能 及 格 也 可 能 不 及 格 ， 一 条 高 速 公路 上 一 天 之 内 经 过 的 车 辆 数量 等 ， 在 这 些 现象 
中 ， 事 先 无 法 预知 会 出 现 哪个 结果 ， 因 此 称 这 类 结果 不 确定 的 现象 为 随机 现象 . 概率 论 便 
是 一 门 研究 随机 现象 的 统计 规律 性 的 数学 学 科 . 随机 现象 在 一 次 试验 中 呈现 不 确定 的 结 
果 ， 而 在 大 量 重复 试验 中 结果 将 呈现 某 种 规律 性 ， 例 如 相对 比较 稳定 的 性 别 比例 ， 这 种 规 
律 性 称 为 统计 规律 性 .为 了 研究 随机 现象 的 统计 规律 性 ， 就 要 对 客观 事物 进行 观察 ， 观 察 
的 过 程 叫 随机 试验 (简称 试验 ). 例如 ， 为 了 验证 货 子 是 否 均匀 ， 可 以 将 这 颗 货 子 反 复 地 投 
掷 并 记录 其 结果 . 本 小 节 将 讨论 概率 论 中 的 随机 试验 ， 随 机 试验 有 以 下 三 个 特点 . 

(1) 在 相同 的 条 件 下 试验 可 以 重复 进行 ; 
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(2) 每 次 试验 的 结果 不 止 一 种 ,但 是 试验 之 前 必须 明确 试验 的 所 有 可 能 结果 ，; 
(3) 每 次 试验 将 会 出 现 什 么 样 的 结果 是 事先 无 法 预知 的 . 

例 1 随机 试验 的 例子 : 

(1) 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 ， 观 察 其 正 反 面 出 现 的 情形 ; 

(2) 抛掷 一 枚 均匀 的 骨 子 ， 观 察 其 出 现 的 点 数 ; 

(3) 某 快餐 店 一 天 内 接 到 的 订单 量 ; 

(4) 某 航班 起 飞 延误 的 时 间 ; 

(5) 一 支 正常 交易 的 A 股 股票 每 天 的 涨 跌幅 . 


二 、 样 本 空间 


随机 试验 的 一 切 可 能 结果 组 成 的 集合 称 为 样本 空间 ， 记 为 Q= io} ， 其 中 o 表示 试验 
的 每 一 个 可 能 结果 ， 又 称 为 样本 点 ， 即 样本 空间 为 全 体 样本 点 的 集合 . 

例 2 下 面 给 出 例 1 中 随机 试验 的 样本 空间 : 

(1) 抛掷 一 枚 均匀 硬币 的 样本 空间 为 Q = |H, T|, HF НЕЯ Е, TRE 
面 朝 上 ; 

(2) 抛 措 一 枚 均匀 山子 的 样本 空间 为 (2 = |1, 2, =, 6l; 

(3) 某 快 餐 店 一 天 内 接 到 的 订单 量 的 样本 空间 为 23=10, 1, 2, +, n, vel; 

(4) 某 航 班 起 飞 延误 时 间 的 样本 空间 为 2 =1:: 1201; 

(5) 一 支 正 常 交易 的 4 股 股票 每 天 涨 跌幅 的 样本 空间 为 5 = |х: -10%<х% 10%}. 

从 这 个 例子 中 可 以 看 出 ， 样 本 空间 中 的 元 素 可 以 是 数 ， 也 可 以 不 是 数 . 从 样本 空间 中 
含有 样本 点 的 个 数 来 看 ， 可 以 是 有 限 个 也 可 以 是 无 限 个 ; 可 以 是 可 列 个 也 可 以 是 不 可 列 
+. Й, О 和 2 中 样本 点 的 个 数 是 有 限 个 ，4 人 2 O, 和 О; 中 样本 点 的 个 数 是 无 限 个 ; 
Q. L Яй O, 中 样本 点 的 个 数 是 可 列 个 ， 而 24 ЯП О, 中 样本 点 的 个 数 是 不 可 列 个 . 


三 、 随 机 事件 


当 我 们 通过 随机 试验 来 研究 随机 现象 时 ， 每 一 次 试验 都 只 能 出 现 
人 2 中 的 某 一 个 结果 w， 各 个 可 能 结果 о 是 否 在 一 次 试验 中 出 现 是 随机 
的 . 在 随机 试验 中 ， 常 常会 关心 其 中 某 一 些 结 果 是 否 出 现 . 例如 ， 抛 
掷 一 枚 均匀 的 骨 子 ， 关 心 掷 出 的 点 数 是 否 是 奇数 ; 航班 起 飞 关心 延误 
时 间 是 和 否 超过 3 个 小 时 等 . 这 些 在 一 次 试验 中 可 能 出 现 ， 也 可 能 不 出 
现 的 一 类 结果 称 为 随机 事件 ， 简 称 为 事件 ， 随 机 事件 通常 用 大 写字 母 
A, B, C, RI. 

WER, MRR RT, ЭЛН AJ A S E ERTA, EX A=“ ШП) A Е 
奇数 " 即 是 一 个 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 的 随机 事件 ， 可 描述 为 4=11，3，5} ， 它 是 样本 空 
E R=]1, 2, =, 60 的 一 个 子 集 . 所 以 ， 从 集合 的 角度 来 说 ， 样 本 空间 的 部 分 样本 点 组 成 
的 集合 称 为 随机 事件 . 

在 事件 的 定义 中 ,注意 以 下 几 个 概念 . 
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(1) 任 一 随机 事件 4 是 样本 空间 0 的 一 个 子 集 . 

(2) 当 试 验 的 结果 о 属于 该 子 集 时 ， 就 说 事件 4 发 生 了 . 相反 地 ， 如 果 试 验 结果 w 不 
属于 该 子 集 ， 就 说 事件 4 没有 发 生 . 例如 ， 如 果 掷 蜗 子 掷 出 了 1, ШИ {А={1, 3, 5}® 
生 ， 如 果 掷 出 2， 则 事件 4 不 发 生 

(3) 仅 含 一 个 样本 点 的 随机 事件 称 为 基本 事件 . 

(4) 样本 空间 2 也 是 自己 的 一 个 子 集 ， 所 以 它 也 称 为 一 个 事件 . H O 包含 所 有 可 能 
的 试验 结果 ， 所 以 2 在 每 一 次 试验 中 一 定 发 生 ， 又 称 为 必然 事件 . 

(5) 空 集 名 也 是 样本 空间 Q 的 一 个 子 集 ， 所 以 它 也 称 为 一 个 事件 . 由 于 人 中 不 包含 任 
何 元 素 ， 所 以 人 在 每 一 次 试验 中 一 定 不 发 生 ， 又 称 为 不 可 能 事件 

例 3 抛掷 一 枚 均匀 的 货 子 的 样本 空间 为 Q=11，2，…，6|; 

随机 事件 4=“ 出 现 6 点 ”=|6|; 

随机 事件 B=“ 出 现 偶数 点 "=12，4，6| ; 

随机 事件 C=“ 出 现 的 点 数 不 超 过 6”= |1，2，…，6| =Q， 即 一 定 会 发 生 的 必然 事件 ; 

随机 事件 D=“ 出 现 的 点 数 超过 6”= 名 ， 即 一 定 不 会 发 生 的 不 可 能 事件 . 


四 、 随 机 事件 间 的 关系 与 运算 


众所周知 ， 集 合 之 间 有 各 种 关系 ， 是 可 以 进行 运算 的 . 因此 ， 在 随机 事件 之 间 也 可 以 
讨论 相互 的 关系 ， 进 行 相应 的 运算 . 

1. 给 定 一 个 随机 试验 ，Q 是 它 的 样本 空间 ,4A，B,，C,… 都 为 0 9 
的 子 集 ， 随 机 事件 间 的 关系 有 以 下 几 种 . 

(1) 如 果 ACB( 或 B24)， 则 称 事件 4 WAH B HRE B 包含 (С) 

A), WA 1. 1 所 示 . 从 概率 论 的 角度 来 说 : 事件 4 发 生 必然 导致 事件 
B 发 生 . 

在 例 3 中 ,事件 4=“ 出 现 6 点 "的 发 生 必然 导致 事件 B=“ 出 现 侦 
数 点 ”的 发 生 ， 故 4 CB. 

(2) ШЖАСВ, ВСА 同时 成 立 ， 则 称 事件 4 与 B 相等 ， 记 为 4=B. 从 概率 论 的 角度 
来 说 : 事件 4 发 生 必然 导致 事件 B БЕ, FH. B 发 生 必然 导致 4 发 生 ， 即 4 与 B 是 同一 个 
事件 . 

(3) 如 果 4 与 B 没有 相同 的 样本 点 ， 则 称 事件 4 与 B 互 不 相 容 о 
(或 称 为 互 斥 ) WA 1. 2 所 示 . 从 概率 论 的 角度 来 说 : 事件 4 与 事件 © 
B 不 可 能 同时 发 生 . 

例如 ， 在 抛 毛 一 枚 均匀 骨 子 的 试验 中 ,“ 出 现 6 点 ”与 “出 现 奇数 
点 ”是 两 个 互 不 相 容 的 事件 ， 因 为 它们 不 可 能 同时 发 生 . 

2. 与 集合 的 运算 一 样 ， 随 机 事件 的 运算 也 有 并 、 交 、 差 和 余 四 

== 81.2 4 与 B 
"Май. 互 不 相 容 

(1) 事件 4 与 B 的 并 , 记 为 4UB， 如 图 1.3 к, 表示 由 事件 
4 与 BB 中 所 有 样本 点 组 成 的 新 事件 . 从 概率 论 的 角度 来 说 : 事件 4 与 B 中 至 少 有 一 个 发 生 . 

(2) 事件 4 与 B Ж, 记 为 4mB( 或 4B)， 如 图 1.4 所 示 ， 表 示 由 事件 4 与 B 中 公共 

a Pe 


图 1.1 ACB 


第 一 章 “ 随 机 事件 与 概率 


的 样本 点 组 成 的 新 事件 .从 概率 论 的 角度 来 说 : 事件 4 与 В 同时 发 生 . 





1.4 АПВ 


(3) 事件 4 与 8 的 差 . 记 为 4-B， 如 图 1.5 所 示 ， 表 示 由 在 事件 4 中 且 不 在 事件 B 中 
的 样本 点 组 成 的 新 事件 .从 概率 论 的 角度 来 说 : 事件 4 发 生 且 p 不 发 生 . 

(4) 事件 4 的 对 立 事件 (或 称 为 逆 事 件 、 余 事件 ) ， 记 为 4， 如 图 1.6 所 示 ， 表 示 由 Q h R. 
不 在 事件 4 中 的 所 有 样本 点 组 成 的 新 事件 ， 即 А=0-А. 从 概率 论 的 角度 来 说 : 事件 4 不 发 生 . 





сү NY 
& 


Ап, WRR RT, WRF A=“ ОКАЧЕН З" = |1, 2, 3}, B=“ H 
现 偶数 点 "=12，4，61 ， 则 并 事件 4UB=11，2，3，4，6}| ， 交 事件 4nB=12} ， 差 事件 
A-B=|1, 3}, Ям { А={4, 5, 6}. 

从 随机 事件 间 的 关系 和 运算 中 可 以 看 出 : й 

(1) 对 立 事件 一 定 是 互 不 相 容 的 事件 ， 即 4m4= 包 ， 但 互 不 相 容 事件 不 一 定 是 对 立 事件 ; 

(2) 根据 差事 件 和 对 立 事件 的 定义 ， 事 件 4 与 В 的 差 还 可 以 表示 成 4-B=4B; 

(з) 必然 事件 O 与 不 可 能 事件 纪 互 为 对 立 事件 ， 即 Q= 儿 ,=0 

3. 事件 的 运算 性 质 ， 如 集合 的 运算 性 质 一 样 满足 下 述 定律 . 

(1) ZHE: AUB=BUA, ANB=BNA. 

(2) 结合 律 :-(4UB)UC=AU(BUC), (АВ)С=А(ВС). 

(3) З: (AUB) NC=ACUBC, (АПВ) ОС= (АОС) П(ВОС). 

(4) НЕ: А“ОВ=АПВ, ANB=AUB. 

事件 运算 的 对 偶 律 是 非常 有 用 的 公式 ， 且 以 上 的 定律 都 可 以 推广 到 任意 多 个 事件 . 

例 4 用 事件 4，B,C 的 运算 关系 式 表 示 下 列 事件 ， 则 

(1) 4 出 现 ，B,C 都 不 发 生 ( 记 为 E.) ; 

(2) 所 有 三 个 事件 都 发 生 ( 记 为 Ez); 

(3) 三 个 事件 都 不 发 生 ( 记 为 Ez); 
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(4) 三 个 事件 中 至 少 有 一 个 发 生 ( 记 为 E4); 

(5) 三 个 事件 中 至 少 有 两 个 发 生 ( 记 为 Es); 

(6) 至 多 一 个 事件 发 生 ( 记 为 Es); 

(7) 至 多 两 个 事件 发 生 ( 记 为 Е). 

解 (1) E,=AB CG; (2) Е,=АВС; 
(3) Е,=АВС; (4) Е,=АОВОС; 
(5) Es=ABUACUBC; (6) Е, =АВСОАВ CUAB СОАВС=Е;,=АВОАСОВС; 
(7) E.=ABC=AUBUC. 


习题 1-1 


1. 写 出 下 列 随 机 试验 的 样本 空间 О 与 随机 事件 A: 

(1) 抛掷 三 枚 均匀 的 硬币 ; 事件 4=“ 至 少 两 枚 硬币 是 正面 朝 上 ”; 

(2) 对 一 密码 进行 破译 ， 记 录 破译 成 功 时 总 的 破译 次 数 ， 事 件 4=“ 总 次 数 不 超 过 8 次 ”; 

(3) 从 一 批 手 机 中 随机 选取 一 个 ,测试 它 的 电池 使 用 时 间 长 度 ; 事件 4=“ 使 用 时 间 在 
72 到 108 小 时 之 间 ”. 

2. 抛 挪 两 枚 均匀 崩 子 ， 观 察 它们 出 现 的 面 . 

(1) 试 写 出 该 试验 的 样本 空间 0; 

(2) 试 写 出 下 列 事件 所 包含 的 样本 点 4=“ 两 枚 仍 子 上 的 点 数 相 等 "，B=“ 两 枚 般 子 
上 的 点 数 之 和 等 于 8”. 

З. 在 以 原点 为 圆心 的 一 单位 圆 内 随机 取 一 点 . 

(1) 试 描述 该 试验 的 样本 空间 0; 

(2) 试 描述 下 列 事件 所 包含 的 样本 点 : A4=“ 所 取 的 点 与 圆心 的 距离 小 于 0.5”，B=“ 所 
取 的 点 与 圆心 的 距离 小 于 0. 5 且 大 于 0. 3”. 

4. 袋 中 有 10 ЕЁ, 分别 编 有 号 码 1~ 10， 从 中 任 取 1 球 ， 设 4=“ 取 得 球 的 号 码 是 偶 
数 ”"，B=“ 取 得 球 的 号 码 是 奇数 ”，C=“ 取 得 球 的 号 码 小 于 5”， 问 下 列 运 算 表 示 什 么 事件 : 

(1) АОВ; (2) АВ; (3) АС; (4) АС; (5) АПС; (6) ВОС; (7) А-С. 

5. 在 区 间 [0，10] 上任 取 一 数 , 记 4=|x: 1<х<5}, В= |х: 2<х<6|}, 求 下 列 事件 
的 表达 式 : 

(1) AUB; (2) АВ; (3) АВ; (4) AUB. 

6. 一 批 产品 中 有 合格 品 和 废品 ， 从 中 有 放 回 地 抽取 三 个 产品 ,， 设 事件 4;=“ 第 i 次 抽 
到 废品 ”， 试 用 А, 的 运算 表示 下 列 各 个 事件 : 

(1) 第 一 次 、 第 二 次 中 至 少 有 一 次 抽 到 废品 ; 

(2) 只 有 第 一 次 抽 到 废品 ; 

(3) 三 次 都 抽 到 废品 ; 

(4) 至 少 有 一 次 抽 到 合格 品 ; 

(5) 只 有 两 次 抽 到 废品 . 
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7. 试 给 出 下 列 事件 的 对 立 事件 . 

(1) 事件 4=“ 三 门 课程 的 考核 成 绩 都 为 优秀 ”; 

(2) 事件 B=“ 三 门 课程 的 考核 成 绩 至 少 一 门 为 优秀 ”. 
8. 证 明 下 列 等 式 : 

(1) B=ABUAB; 

(2) AUB=AUAB. 


第 二 三 ”概率 的 定义 及 其 性 质 


在 n 次 试验 中 如 果 事件 4 НАЕТ п, 次 ， 则 称 比值 一 为 这 п 次 试验 中 事件 4 出 现 的 频 


率 . BALA, na 称 为 事件 4 发 生 的 频数 ,概率 的 统计 定义 为 ， 随 着 试验 次 数 的 


增 大 ， 频 率 值 逐步 “稳定 ”到 一 个 实数 ， 这 个 实数 称 为 事件 4 发 生 的 概率 . 

1933 年 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (苏联 ) 首次 提出 了 概率 的 公理 化 定义 ， 这 是 概率 论 发 展 史 的 第 
一 个 里 程 碑 ， 有 了 这 个 公理 化 定义 后 ， 概 率 论 得 到 了 迅速 发 展 . 概率 的 公理 化 定义 如 下 . 

ЖУ БЕВ E, О 为 相应 的 样本 空间 ， 若 对 任意 事件 4， 有 唯一 实数 P( 4) 
与 之 对 应 ， 且 满足 下 面条 件 ， 则 数 P(4) 称 为 事件 4 的 概率 : 

(1) 非 负 性 公理 ”对 于 任意 事件 4， 总 有 P(4) 20; 

(2) 规范 性 公理 Р(О)=1; 


(3) 可 列 可 加 性 公理 车 4 A, =, А, 为 两 两 互 不 相 容 的 事件 ， 则 有 PCÚ А) = 
> Р(А). 
由 概率 的 三 条 公理 ， 可 以 得 到 以 下 概率 的 一 些 重要 基本 性 质 


性 质 1 Р(@)=0. 
证 明 由 可 列 可 加 性 公理 ,不 妨 取 4,= 名 , i=1, 2, =, W 


P(Ø)=P(Ù А) = Y' P(A,) = У P(@). 
Ë= i=1 i=1 
由 非 负 性 公理 ，P( 名 ) 20. 因此 ， 由 上 述 可 得 P( @)= 0. 
性 质 2( 有 限 可 加 性 ) 设 41，4,，…，4, 为 两 两 互 不 相 容 的 事件 ， 则 有 P(Ú А) = 


Р(А,). 
1 


= 


ШЕВА 在 可 列 可 加 性 公理 中 ,不妨 取 4,=@,，i=n+1，n+2，.…， 则 


РО А) = POY А) = УРА) = УРА) + Y РОО) = Y. P(AD, 

£= p= i=l i=l i=n+1 і=1 

得 证 . 
性 质 3 对 任意 事件 4， 有 P(4)= 1-P(4). 

„6+ 
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证 明 ”因为 事件 4 与 4 互 不 相 容 ,上 且 Q=4U4， 由 规范 性 公理 和 性 质 2 可 知 ，P(O)= 
P(A)+P(A)= 1， 由 此 得 证 . 

这 个 性 质 告诉 我 们 ， 有 时 某 些 事件 的 概率 直接 求解 较为 复杂 ， 而 考虑 其 对 立 事件 则 相 
对 比较 简单 ， 对 这 一 类 的 问题 可 以 利用 该 性 质 求 解 . 

例 1( 生 日 问题 ) n(n<365) 个 人 中 至 少 有 两 个 人 的 生日 相同 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 设 一 年 以 365 天 计 ， 记 事件 4 表示 “n 个 人 中 至 少 有 两 个 人 的 生日 相同 ”， 对 该 事 
件 的 讨论 非常 复杂 ， 故 我 们 考虑 其 对 立 事件 4， 即 可 以 表示 为 “mn 个 人 的 生日 全 不 相同 ”， 
事件 4 的 发 生 过 程 比较 单一 ， 故 其 概率 的 求解 就 很 简单 ， 概 率 为 
365 . 364 . 363 . … • (365—(n-1)) 

365" ; 
365 . 364 . 363 --- • (365-(п-1)) 

365" i 

通过 计算 ， 我们 发 现 有 趣 的 是 ， 当 n=23 时 ，P(4)>0.5; 当 m=60 时 , n 个 人 中 至 少 
有 两 个 人 的 生日 相同 的 概率 约 为 0.9922. 也 就 是 说 ， 当 有 随机 的 60 个 人 聚 在 一 起 ， 则 他 
们 中 至 少 有 两 个 人 的 生日 在 同一 天 的 可 能 性 非常 大 ; ME п 的 增 大 ， 这 个 概率 将 更 大 . 在 
这 个 例子 中 ， 当 n 很 大 时 , п 个 人 的 生日 全 不 相同 可 以 视 为 小 概率 事件 ， 人 们 在 长 期 的 实 
践 中 总 结 得 到 “概率 很 小 的 事件 在 一 次 试验 中 实际 上 几乎 是 不 发 生 的 ”( 称 之 为 实际 推断 原 
理 )， 因 此 可 以 说 ， 在 实际 情况 中 ， 虽然 nn 个 人 中 至 少 有 两 个 人 的 生日 相同 的 概率 不 为 1, 
但 几乎 一 定 会 发 生 . 

性 质 4 若 事 件 4CB, 则 P(B-A)=P(B)-P(A). 

证 明 ”因为 事件 4CB， 所 以 B=sAU(B-A), R.A 5j B-A 互 不 相 容 ， 由 性 质 2 有 限 可 
加 性 得 





Р(А)= 





Р(А)= 1-Р(А)= 1 


Р(В)= Р(В-А)+Р(А), 
即 得 
Р(В-А)= Р(В)-Р(А). 

推论 若 事 件 4CB, M Р(А)<Р(В). 

证 明 由 非 负 性 公理 得 P(B-4)=P(B)-P(4)>=0， 因 此 P(A) <Р(В). 

值得 注意 的 是 ， 这 个 推论 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 ， 即 使 P(4) <P(B)， 也 无 法 判断 事件 
A 5j B 的 关系 . 

性 质 5( 减 法 公式 ) SA, В 为 任意 事件 , W Р(А-В)= P(A)-P(AB). 

证 明 4-B=4-4B8， 且 4BC4， 由 性 质 4 得 

P(A-B)= P(A-AB)= P(A)-P(AB). 
性 质 6( 加 法 公式 ) A, В 为 任意 事件 , W P(4UB)= P(A)+P(B)-P(AB). 
证 明 因为 4UB=4U(B-4B8)， 且 4 与 B-4B 互 不 相 容 ， 由 性 质 2 有限 可 加 性 得 
P(AUB)= P(A)+P(B-AB)= P(A)+P(B)-P(AB). 

我 们 还 可 以 将 性 质 6 的 加 法 公式 推广 到 多 个 事件 的 情况 . ИШ, ЖА, В, С 为 任意 的 

三 个 事件 ， 则 
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC). 
更 一 般 地 , A, А„, ---, А, 为 任意 的 n 个 事件 ， 则 
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P(U А) = >P(4)- X P(AA)+ У P(AAA,) +++ +(-—1)”°1Р(А,А,---А„). 
ë i=l 


ї<г<у<п 1<i<j<k=n 

例 2 已 知事 件 4，B， AUB 的 概率 依次 为 0.2， 0.4, 0.5, ЖЖ Р(АВ). 

解 ” 由 性 质 6 的 加 法 公式 P(A4UB)= P(4)+P(B)-P(4B) 及 已 知 条 件 可 得 0.5=0.2+ 
0.4-P(AB)， 由 此 解 得 P(AB)= 0. 1. 

再 由 性 质 5 的 减法 公式 得 

P(AB)= Р(А-В)= P(4)-P(4B)= 0.2-0.1=0.1. 

例 3 设 事件 4、B、C 为 三 个 随机 事件 ， 已 知 P(4)=0.2，P(B)=0.3，P(C)= 0.4, 
Р(АВ)= 0, Р(ВС)= Р(АС)= 0.1, ША, В, C 至 少 发 生 一 个 的 概率 是 多 少 ? 4、B、C 都 
不 发 生 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 因为 48BCCAB， 由 性 质 4 的 推论 P(A4BC) <Р(АВ)= 0 及 非 负 性 公理 P( ABC) >0, 
可 知 P(4BC)= 0. 再 由 加 法 公式 ， A. B. C 至 少 发 生 一 个 的 概率 为 

P(AUBUC)= P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC) 
= 0). 2+0. 3+0. 4-0-0. 1-0. 1+0=0. 7. 
又 因为 “4、B、C 都 不 发 生 ” 的 对 立 事 件 是 “4、B、C 至 少 发 生 一 个 ”， 所 以 


P(ABC)= P(AUBUC)= 1-P(AUBUC)=0.3. 





MM 


АЙ 1—2 


1. 已 知事 件 4，B 有 包含 关系 ，P(4)= 0.4, Р(В)= 0.6, Ж: 

(1) P(A), P(B); (2) P(AUB); (3) Р(АВ); (4) Р(ВА), P(AB); (5) Р(АПВ). 

2. ЖА, 下 是 两 个 事件 ， 已 知 P(A)=0.5, P(B)=0.7, P(AUB)=0.8, WK: 

(1) P(AB); (2) Р(А-В); (ЗУ Р(В А). 

3. Р(А)= 0.4, Р(В)= 0.3， 分 别 在 (1) А, B TA; (2) А, B 有 包含 关系 情况 
BF, 3R P(A-B). 


4. Б Р(А)= Р(В)= Р(С)= 0. 25, Р(АВ)=0, Р(АС)= Р(ВС)= че. Ж: 


(1) P(AUB); (2) P(AUBUC); (3) Р(ВПС). 
5. 设 随 机 事件 4， В, С 的 概率 都 是 1/2, Н Р(АВС)= Р(АПВОС), Р(АВ)= Р(АС) 


=0(ВС)= =, Ж Р(АВС). 


6. £A, B 是 两 个 事件 , E MI Р(А)= 0.6, Р(В)= 0.7, Ж. 
(1) 在 什么 条 件 下 ，P( 4B) 取 最 大 值 ? 最 大 值 是 多 少 ? 

(2) 在 什么 条 件 下 ，P( 4B) 取 最 小 值 ? 最 小 值 是 多 少 ? 

7. 对 任意 的 随机 事件 4，B，C，, ЧЕН. 

(1) P(AB)>P(A)+P(B)-1; 

(2) P(AB)+P(AC)+P(BC)>P(A)+P(B)+P(C)-1. 
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第 三 入 ”等 可 能 概 型 


在 概率 论 发 展 的 历史 上 ， 最 先 研究 的 是 一 类 最 直观 、 最 简单 的 随机 现象 在 这 类 随机 
i 样本 空 оа, E 性 都 相等 ， 这 样 的 数学 模型 我 们 称 之 为 等 

能 概 型 其中， 当 样 本 空间 只 包含 有 限 个 不 同 的 可 能 结果 ( 即 样本 点 ) ， 如 抛掷 一 枚 均匀 
ei a ole] 一 类 随机 现象 的 数学 模型 我 们 称 之 为 古典 概 型 . 
而 当 样 本 空间 是 某 个 区 域 (可 以 是 一 维 区 间 、 二 维 平面 或 三 维 空间 ) ， 如 搭乘 地 铁 等 待 时 
间 、 薄 丰 投 针 问题 等 ， 研 究 这 一 类 随机 现象 的 数学 模型 我 们 称 之 为 几何 概 型 . 


、 古 典 概 型 


一 般 地 ， 古 典 概 型 的 基本 思路 如 下 : 
(1) 随机 试验 的 样本 空间 只 有 有 限 个 样本 点 ， 不 妨 记 作 CQ={lol，oa，…，own|; 
(2) 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相等 ， 即 


Р( (а | у= = =P(C1@, )=—, 


若 随 机 事件 4 中 含有 n, 个 样本 点 ， 则 事件 4 的 概率 为 
A 中 所 含 样本 点 的 个 数 _ na 
也 让 所 有 样本 点 的 个 数 ”n” 

古典 概 型 是 概率 论 发 展 初期 确定 概率 的 常用 方法 ， 所 得 的 概率 又 称 为 十 典 概率 ， 在 古 
典 概 型 中 ， 关 键 在 于 计算 样本 空间 及 事件 4 中 样本 点 的 个 数 ， 所 以 在 计算 中 经 常用 到 排列 
组 合 的 计算 工具 . 

例 1 抛掷 两 枚 均匀 的 项 子 ， 观 察 出 现 的 点 数 ， 设 事件 4 表示 “两 个 般 子 的 点 数 一 
R”, R P(A). 

解 ” 按 照 定义 ,样本 空间 O ЕШР ПГ tB BL 00 r 4 ААА ЖОН. 因此 ， 
0=|(1, 1), (1, 2); =, (1, 6), (2, 1), =, (6, 6ў|, Bü 36 PER T 
A=|(1, 1), (2, 2)，…，(6，6)| , 共 6 个 样本 点 ， а 

例 2( 抽样 模型 ) кш 件 产品 中 有 M 件 是 不 合格 品 ， 其 余 М-М 件 是 合格 品 . 今 从 
中 随机 地 抽取 n 件 . RR: 

(1) 不 放 回 抽样 n 件 中 恰 有 大 件 不 合格 品 的 概率 ，; 

(2) 有 放 回 抽样 于 件 中 恰 有 大 件 不 合格 品 的 概率 . 


Р(А)= 





f ”抽样 方式 有 两 种 : 有 放 回 抽样 和 不 放 回 抽样 ， 有 放 回 抽样 是 抽取 一 件 后 放 回 ， 再 


抽取 下 一 件 ， 如 此 重复 至 抽取 п 件 完成 ; 不 放 回 抽样 是 抽取 一 件 后 不 放 回 ， 再 抽取 下 一 
件 ， 如 此 重复 . 


(1) 先 计 算 样 本 空间 О 中 样本 点 的 总 数 ， 因 为 是 不 放 回 抽样 ， 从 N 件 抽取 元 件 ， 所 以 
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样本 点 的 总 数 为 (”]， 因为 是 随机 抽样 的 ， но ”] 个 样本 点 是 等 可 能 发 生 的 


再 计算 事件 4 中 样本 点 的 个 数 ， 因 为 事件 4 要 求 n 件 中 恰 有 上 件 不 合格 品 ， 即 必须 从 
М 件 不 合格 品 中 选取 天 件 不 合格 品 ， 还 要 从 М-М 件 合格 品 中 选取 n-k 件 合格 品 ， 根 据 乘 


法 原理 ， 事 件 4 中 含有 | ,| > | 个 样本 点 ， 因 此 可 得 事件 4 的 概率 为 
Ыз) 
k ) V n-k 
J 
(2) 如 果 是 有 放 回 抽样 ， 每 一 次 都 是 从 N 件 抽取 1 件 ， 共 抽 久 次， 故 样本 空间 ОР 


本 点 的 总 数 为 N*"， 因 为 是 随机 抽样 的 ， 故 这 N" 样本 点 还 是 等 可 能 发 生 的 . 
n 件 中 惟有 率 件 不 合格 品 ， 可 以 看 成 在 n 次 抽取 过 程 中 有 卡 次 抽 到 不 合格 品 ， 考 虑 到 


这 上 次 可 以 在 总 的 次 中 的 任何 次 抽取 中 得 到 ， 故 有 [| 种 不 同 的 出 现 顺 序 ， 每 次 抽 权 
不 合格 品 都 是 从 М 件 不 合格 品 中 选取 1 件 不 合格 品 ， 故 有 Mr 种 ， 还 要 从 N-M 件 合格 品 
中 选取 -次 合格 品 ， 故 有 (N-W)“-t 种 ， 根 据 乘法 原理 和 加 法 原理 ， 事 件 中 含有 | w 
(CN-MD) 叶 个 样本 点 ， 因 此 可 得 事件 4 的 概率 为 
i ар аР" 
|н (М-М) 
N" 

例 3( 抽 奖 ( 抓 阁 ) 模 型 】 今 有 某 公司 年 会 的 抽奖 活动 ， 设 共有 nn 张 券 ， 其 中 只 有 一 张 
有 奖 ， 每 人 只 能 抽 一 张 ， 设 事件 4 表示 为 “第 上 个 人 抽 到 有 奖 的 券 "， 试 在 有 放 回 、 不 放 回 
两 种 抽样 方式 下 , 求 P(4). 

# 在 有 放 回 情形 中 ， 第 上 个 人 抽 与 第 1 个 人 抽 情 况 相同 ， 因 而 所 求 概率 为 一 


在 不 放 回 情形 中 ,样本 空间 的 样本 点 总 数 为 n(n-1)…(n-k+1)， 而 事件 4 的 样本 点 
个 数 为 (n-1)(n-2)…(n-1-(k-1)+1). 1， 故 所 求 概率 为 
(n-1)(n-2):--(n-k+1) 1 

п(п-1)---(п-Ё+1) ИУ 

值得 注意 的 是 ， 此 概率 值 与 抽样 次 数 上 无 关 . 尽管 每 个 人 抽奖 先后 次 序 不 同 ， 但 是 每 
个 人 中 奖 的 概率 是 一 样 的 ， 大 家 机 会 相同 . 另外 还 值得 注意 的 是 ， 有 放 回 抽样 和 不 放 回 抽 
样 情况 下 概率 是 一 样 的 . 


P(A)= 


PQ8A)= 


Р(А)= 





二 、 几 何 概 型 


几何 概 型 是 古典 概 型 的 推广 ， 保 留 每 个 样本 点 发 生 的 等 可 能 性 ， 但 去 掉 了 O 中 包含 有 
限 个 样本 点 的 限制 ， 即 允许 试验 可 能 结果 有 无 穷 不 可 列 个 . 

一 般 地 ， 几 何 概 型 的 基本 思路 如 下 : 
“10. 
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(1) 随机 试验 的 样本 空间 O 是 某 个 区 域 ( 可 以 是 一 维 区 间 、 二 维 平面 区 域 或 三 维 空间 
区 域 ) ; 
(2) 每 个 样本 点 发 生 的 可 能 性 相等 . 
则 事件 4 的 概率 为 Ti 
P(A)= O 
其 中 ,，m(… ) 在 一 维 情形 下 表示 长 度 ， 在 二 维 情形 下 表示 面积 ， 在 三 维 情形 下 表示 体积 . 
求 几何 概 型 的 关键 在 于 用 图 形 正确 地 描述 样本 空间 2 和 所 求 事 件 4， 然 后 计算 出 相关 图 形 
的 度量 (一 般 为 长 度 、 面 积 或 体积 ). 
例 4 在 [0，1] 区 间 内 任 取 一 个 数 ， 求 : 
(1) 这 个 数落 在 区 间 (0，0. 25) 内 的 概率 ; 
(2) 这 个 数落 在 区 间 中 点 的 概率 ; 
(3) 这 个 数落 在 区 间 (0，1) 内 的 概率 . 
# 以 x 表 示 取 到 的 这 个 数 ， 因 为 这 个 数 都 是 在 [0，1] 区 间 内 等 可 能 取 到 ， 所 以 由 等 
可 能 性 可 知 这 是 一 个 几何 概 型 的 问题 . 
样本 空间 0= (х; O=x=1]|, m(0)= 1. 
(1) 设 事件 4 表示 “这 个 数落 在 区 间 (0，0.25) 内 ”， 即 4= |x: 0<x<0.25}, т(А)= 0.25. 
由 几何 概率 的 计算 公式 ， 有 к kas 
т % 
Т a 25. 
(2) 设 事件 4 表示 “这 个 数落 在 区 间 中 点 ”"， 即 A4= |х: х=0.5}, m(4)=0， 于 是 
m(A) 0 
Rs 全 二 
(3) 设 事件 4 表示 “这 个 数落 在 区 间 (0，1) 内 ”， 即 4= |х: О<х<1}, m(A)= 1， 于 是 
pt 02.3, 
m( Q) 1 
这 个 例子 中 ， 我 们 对 样本 空间 2 和 事件 4 的 度量 采用 区 间 线 段 的 长 度 来 表示 ， 这 是 一 
维 的 情形 ， 此外， 这 个 例子 的 (2) 和 (3) 告 诉 我 们 ， 概 率 为 零 的 事件 未 必 就 是 不 可 能 事件 ， 
同 理 ， 概 率 为 1 的 事件 未 必 就 是 必然 事件 . 
例 5 ( 碰面 问题 ) 甲 、 乙 两 人 约定 在 中 午 的 12 时 到 13 时 之 间 在 学 校 咖啡 屋 磁 面 ， 并 
约定 先 到 者 等 候 另 一 人 10 分 钟 ， 过 时 即 可 离 去 . 求 两 人 能 碰面 的 概率 . 
解 以 x 和 y 表 示 甲 、 乙 两 人 到 达 咖 啡 屋 的 时 间 ( 以 min 为 单位 ) ， 在 平面 xOy 上 建立 
直角 坐标 系 ( 见 图 1.7). |" 
因为 甲 、 乙 两 人 都 是 在 12 时 到 13 时 等 可 能 到 达 ， 所 以 60 


由 等 可 能 性 可 知 这 是 一 个 几何 概 型 的 问题 .样本 空间 W | 








0=\(х, y): 0<х<60, 0<у<60|, т(0)= 602. 
设 事件 4 表示 “两 人 能 碰面 ”， 即 10 [| а 
А= | (х, у): |х-у|<10}, т(А)= 602-502. а г» 
由 几何 概率 的 计算 公式 ， 有 й 
р(Ау= (A) _ 60-50 П В 1.7 例 5 中 样本 空间 只 





т(0) 602 36 与 4 的 示意 图 
e BF = 
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例 6( 薄 丰 投 针 问 题 ) 薄 丰 投 针 试 验 是 第 一 个 用 几何 形式 表达 概率 问题 的 例子 . 假设 
平面 上 画 满 间距 为 a 的 平行 直线 ， 向 该 平面 随机 投掷 一 枚 长 度 为 (1<a) 的 针 ， 求 针 与 任 一 
平行 线 相 交 的 概率 . 

E 设 1 为 针 的 中 点 ，x 2 М 与 最 近 平行 线 的 距离 ，p 为 针 与 平行 线 的 交角 ， 可 得 样 
本 空间 为 


а=|(х, Ф): 0<х<-—, 0<е<т!| j т(0)= 77, 
显然， 设 事件 4 表示 “ 针 与 平行 线 相交 "发 生 的 充 要 条 件 是 xs 了 sing( 见 图 1.8)， 故 4= 


I(x, Ф): хар, m(4)= |" Z —singdo =1( ILK] 1.9). 








1.8 薄 丰 投 针 问题 图 1.9 薄 丰 投 针 间 题 中 的 人 2 和 4 


由 几何 概率 的 计算 公式 ， 有 


m(A) _ 21 
= mO та’ 


我 们 用 ”表示 投 针 总 次 数 ，nu 表示 针 与 平行 线 相交 的 次 数 ， 可 以 用 二 作为 P (A) 的 估计 
值 ， 即 


于 是 有 


这 就 是 用 随机 试验 方法 求 下 值 的 基本 公式 .一般 来 说 ， 试 验 次 数 越 多 ， 求 得 的 近似 解 
越 精确 . 19~20 世纪 ， 历 史上 有 一 些 学 者 曾 亲 自 做 过 这 个 试验 ， 用 概率 的 方法 得 到 圆周 率 
т 的 近似 值 . 下 面 是 一 些 资料 . 









圆周 率 т 的 估计 值 











3. 1596 
Smith 3. 1554 
3. 1415929 








3. 1795 


随 着 计算 机 的 发 展 ， 可 以 实现 对 大 量 随机 试验 的 计算 机 模拟 ， 此 方法 即 为 在 自然 科 
学 、 社 会 科学 各 领域 具有 广泛 应 用 的 蒙特 卡 罗 方 法 (Monte-Carlo Method). 
+ DA a 


第 三 节 ”等 可 能 概 型 


习题 1-3 


1. ЖЕ, РЕНЕ, . 

(1) 点 数 之 和 为 7; (2) 点 数 之 和 不 超过 5; (3) 点 数 之 和 为 偶数 . 

2. 一 口袋 中 有 5 个 红 球 及 2 个 白 球 . 从 这 袋 中 任 取 一 球 ， 看 过 它 的 颜色 后 放 回 袋 中 ， 
人 然后， 再 从 这 袋 中 任 取 一 球 . 设 每 次 取 球 时 口袋 中 各 个 球 被 取 到 的 可 能 性 相同 , 求 : 

(1) 第 一 次 、 第 二 次 都 取 到 红 球 的 概率 ; 

(2) 第 一 次 取 到 红 球 、 第 二 次 取 到 白 球 的 概率 ; 

(3) 两 次 取得 的 球 为 红 、 白 各 一 的 概率 ; 

(4) 第 二 次 取 到 红 球 的 概率 . 

3. 一 个 盒子 中 装 有 6 只 杯子 ， 其 中 有 2 只 是 不 合格 品 ， 现 在 作 不 放 回 抽样 ; 接连 取 2 
次 ， 每 次 随机 地 取 1 只 ， 试 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 2 只 都 是 合格 品 ; 

(2) 1 只 是 合格 品 ，1 只 是 不 合格 品 ; 

(3) 至 少 有 1 只 是 合格 品 . 

4. 一 个 年 级 三 个 班级 分 别 派 出 6 位 、4 位 和 3 位 同学 代表 学 校 参加 区 速算 比赛 . 抽签 
决定 首发 3 位 同学 的 名 单 ， 求 : 

(1) 首发 的 3 位 同学 来 自 同 一 个 班级 的 概率 ; 

(2) 首发 的 3 位 同学 来 自 不 同班 级 的 概率 ; 

(3) 首发 的 3 位 同学 来 自 两 个 班级 的 概率 . 

5. 一 个 盒子 中 放 有 编号 为 1~ 10 的 10 个 小 球 ， 随 机 地 从 这 个 口袋 中 取 3 个 球 ， 试 分 
别 在 “不 放 回 抽样 "和 “有 放 回 抽样 "两 种 方式 下 ， 求 : 

(1) 3 个 球 的 号 码 都 不 超过 6 的 概率 ; (2) 最 大 号 码 是 6 的 概率 

6. 一 副 扑克 牌 将 大 王 和 小 王 去 掉 ， 从 剩余 的 52 张 扑克 牌 中 任 取 5 张 ， 求 下 列 事件 的 
概率 ; 

(1) 事件 4=“ 同 花 "( 即 5 张 牌 都 是 同一 花色 ) ; 

(2) 事件 B=“ 顺 子 ”( 即 5 张 牌号 码 连 一 起 , 例如 : 56789, {Н 5 张 牌 的 花色 不 完全 
一 样 ) ; | 

(3) 事件 C=“ 仅 有 一 对 ”. 

7. 将 个 完全 相同 的 小 球 随 机 地 放 入 N 个 不 同 的 盒子 (n<N) ， 设 每 个 盒子 都 足够 大 ， 
可 以 容纳 任意 多 个 球 . Ж. 

(1) п 个 球 都 在 同一 个 盒子 里 的 概率 ; 

(2) n 个 球 都 在 不 同 的 盒子 里 的 概率 ; 

(3) 某 指定 的 盒子 中 恰好 有 (kn) 个 球 的 概率 . 

8. 10 个 女生 5 个 男生 排 成 一 列 ， 求 任意 两 个 男生 都 不 相 邻 的 概率 . 

9. 10 张 签 中 分 别 有 4 张 画 圈 、6 张 画 又 . 10 个 人 依次 抽签 ， 抽 到 带 圈 的 签 为 中 签 ， 求 
每 个 人 的 中 签 率 . 
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10. (1) 在 单位 圆 内 某 一 特定 直径 上 取 一 点 ， 求 以 该 点 为 中 心 的 弦 长 大 于 v3 的 概率 ; 

(2) 在 单位 圆 内 任 作 一 点 ， 求 以 该 点 为 中 心 的 弦 长 大 于 v3 的 概率 . 

11. 在 圆 内 有 一 内 接 等 边 三 角形 ， 随 机 向 圆 内 抛掷 一 个 点 ， 求 该 点 落 在 等 边 三 角形 内 
的 概率 . 

12. 在 区 间 [0; 1] 上 任 取 两 个 数 ， 求 : 

(1) 两 数 之 和 不 小 于 1 的 概率 ; 

(2) 两 数 之 差 的 绝对 值 不 超过 0. 1 的 概率 ; 

(3) 两 数 之 差 的 绝对 值 小 于 0. 1 的 概率 . 

13. 在 长 度 为 了 的 时 间 段 内 ， 有 两 个 长 短 不 等 的 信号 随机 地 进入 接收 机 ， 长 信号 持续 
时 间 为 厂 ( 入 7) ， 短 信号 持续 时 间 为 (<T). 试 求 这 两 个 信号 互 不 干扰 的 概率 . 

14. 在 长 度 为 1 的 线段 上 任 取 两 个 点 将 其 分 成 三 段 ， 求 : 

(1) 它们 可 以 构成 一 个 三 角形 的 概率 ; 

(2) 它们 可 以 构成 一 个 等 边 三 角形 的 概率 . 


第 四 节 条件 概率 与 事件 的 相互 独立 性 


一 、 条 件 概率 


条 件 概率 是 概率 论 中 一 个 既 重 要 又 应 用 广泛 的 概念 . 例如 ， 在 购买 人 寿 保险 时 ， 不 同 
年 龄 的 投保 人 的 保费 是 不 同 的 ， 那 是 因为 不 同年 龄 的 投保 人 在 未 来 一 年 内 死亡 的 概率 是 有 
差异 的 . 一 般 地 ， 条 件 概率 是 指 在 某 随机 事件 4 发 生 的 条 件 下 ， 另 一 随机 事件 B 发 生 的 概 
率 ， 记 为 P(B|4)，, 它 与 P(B) 是 不 同 的 两 类 概率 . 

例 1 假设 抛掷 一 枚 均匀 的 仍 子 ， 已 知 掷 出 的 点 数 是 偶数 ， 求 点 数 超过 3 的 概率 . 

解 ” 该 试验 的 样本 空间 是 Q= |1，2，…，6| ， 随 机 事件 4= “出 现 偶数 点 ”=12，4， 
ӨЙ ЕЁ в ай ИЖЕР САЗ, 6), 

现在 的 问题 是 : 已 知事 件 4 发 生 了 ， 有 了 这 一 信息 后 ， 即 知 试验 所 有 可 能 结果 所 构成 
的 集合 就 是 4， 只 有 三 个 样本 点 ， 即 2 点、4 点 和 6 点 ， 在 这 基础 上 观察 满足 事件 В 的 样 


本 点 只 有 2 个 ， 即 为 4 点 和 6 点 ， 故 事件 8 发 生 的 概率 即 为 P(B |А)= 2. 
如 果 回 到 原来 的 样本 空间 ， 易 知 
2 2/6 Р(АВ) 


3 2 
Р(А)= =, РАВ), РОВ |е асв Р(А) x 
这 个 例子 启发 我 们 : 可 以 以 P(4B) 与 P(4) 之 比 作为 条 件 概率 РОВ | A) 的 一 般 性 定义 . 
定义 1 设 E 是 随机 试验 ， 0 是 样本 空间 ，4，B 是 随机 试验 E 上 的 两 个 随机 事件 且 
P(A)>0, ЖЕР(В |а) = 全 < 为 在 事件 А 发 生 的 条 件 下 事件 В 发生 的 概率 ， 称 为 条 件 梳 
Z, WX P(B |A). 


可 以 验证 ， 条 件 概率 也 满足 概率 的 公理 化 定义 的 三 条 基本 性 质 ， 即 非 负 性 、 规 范 性 和 
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可 列 可 加 性 . 设 P(B)>0， 则 有 : 
(1) 非 负 性 公理 ”对 于 任意 事件 4， 总 有 P(A|B)>0; 
(2) 规范 性 公理 Р(О|В)=1; 


G) 可 列 可 加 性 公理 车 4,，4。，… 为 两 两 互 不 相 容 的 一 组 事件 , 则 有 P( Ü A; lB) = 


У Р(А, В). 
і=1 


于 是 ， 第 二 节 中 关于 概率 的 性 质 1~6 对 条 件 概 率 依然 适用 ， 需 要 注意 的 是 ， 使 用 公 
式 计 算 时 必须 在 同一 条 件 下 进行 . 

例 2 假设 一 批 产 品 中 一 、 二 、 三 等 品 各 有 60 个 、30 个 和 10 个 ， 从 中 任 取 一 件 ， 发 
现 不 是 三 等 品 ， 则 取 到 的 是 一 等 品 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 记 事件 4=“ 取 出 的 产品 不 是 三 等 品 *"， 随 机 事件 B=“ 取出 的 产品 是 一 等 品 *"， 因 
此 有 
P(AB) 60/100 2 


P(A) 90/100 3° 

例 3 设 4，B 为 两 个 随机 事件 ， 且 已 知 P(4)=0.7，P(B)= 0.4, Р(А-В)= 0.5, R 
Р(В|А). 

解 Р(А-В)= Р(А)-Р(АВ) = 0.5, 故 P(4B)=P(4)-P(4-B)= 0.7-0.5=0.2， 所 
以 有 


Р(В |А)= 








Р(ВА)_Р(В)-Р(ВА)_0.4-0.2_2 

Р(А) 1-P(A) 0.3 3- 

如 果 对 条 件 概率 定义 式 两 端 同 乘 P(4) ， 可 得 如 下 定理 . 

定理 1( 概率 的 乘法 公式 )” 设 4，B 为 随机 试验 E 上 的 两 个 事件 ， 且 P(4)>0， 则 有 
P(AB)= P(A)P(B|A). 





Р(В|А)= 


同 理 , 若 P(B)>0， 有 
Р(АВ)= Р(В)Р(А |В). 

我 们 还 可 以 将 乘法 公式 推广 到 多 个 事件 的 情况 . 例如 , 设 4，B,C 为 任意 的 三 个 事 

fE, H P(AB)>0, W 
P(ABC)=P(A)P(B|A)P(C|AB). 
更 一 般 地 ， 有 下 面 公式 : 
WA. А, >, А, 为 一 事件 组 ， 且 P(414,…4,_1)>0， 则 
P(4i4p4)= P(A )P(A, | 41)P(As | A143) P(A, | A14,:……A,1). 

例 4 一 批零 件 共 有 100 个 ， 其 中 90 个 正品 ，10 个 次 品 ， 从 中 不 放 回 取 三 次 (每 次 取 
一 个 ) ， 求 第 三 次 才 取 得 正品 的 概率 . 

解 ” 以 4,(i=1，2，3) 表 示 事 件 “ 第 i 次 取 到 次 品 ”， 故 事件 B=“ 第 三 次 才 取 到 正品 ” 
可 以 表示 成 414,43， 则 





0 9 90 9 


Р(В)= Р(ААзАз)= РСА, )Р(Аз |А P (A АА) = т" ос" ое тота 
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二 、 事 件 的 相互 独立 性 


ЖОЖ, ВА, В 为 试验 E 的 两 个 事件 ， 且 P(4) >0， 则 事件 4 的 发 生 对 事件 8 发 
生 的 概率 是 有 影响 的 ， 这 时 条 件 概率 P(B |A) APB); 但 例外 的 情况 也 不 在 少数 ， 这 时 
就 会 8 P(B 14)= P(B) ， 则 可 以 推出 
P(AB)= Р(А)Р(В | А)= Р(А)Р(В). 
B5 抛掷 两 枚 均匀 的 硬币 ， 记 事件 4 表示 为 “第 一 枚 硬币 出 现 正面 ”， 事 件 B 表示 为 
“第 二 枚 硬币 出 现 正 面 "， 则 有 
1 1 1 1 
Р(А)= >, Р(В)= -, Р(В|А)= >, Р(АВ)= 2. 


可 以 看 出 P(B)= Р(В |А), 事实 上 还 可 以 算出 P(B |= >, 因此 有 


Р(В)= Р(В | А)= Р(В |А). 
这 说 明 不 管事 件 4 发 生还 是 不 发 生 ， 都 对 事件 B 发 生 的 概率 没有 影响 ， 我们 可 以 从 直 
观 上 认为 事件 4 与 事件 互 没有 “关系 "”， 或 者 称 事件 4 与 事件 B 相互 独 立 . 事实 上 ， 从 该 例 
的 实际 意义 也 容易 看 出 ， 两 枚 硬币 的 抛掷 结果 是 互 不 影响 的 . 
从 以 上 讨论 可 知 ， 如 对 试验 E 的 两 个 事件 4，B， 当 P(A)>0, 有 
P(B)=P(B|A), 
则 可 认为 4，B 相互 独立 . 上 式 两 边 同 乘 以 P(4)， 即 得 P(4B ) = 
Р(А)Р(В). 显然 当 P(4)=0 时 ，P(4B)=0=P(4)P(B)， 所 以 这 个 
等 式 也 成 立 ， 故 我 们 得 如 下 事件 相互 独立 性 的 定义 . 
定义 2 МА, В 为 试验 E 的 两 个 事件 ， 如 果 满 足 等 式 
P(AB)= Р(А)Р(В), 
则 称 事件 4，B 相互 独立 ， 简 称 4，B 独立 . 
定理 2 AFFA 与 事件 有 相互 独立 ， 则 下 列 各 对 事件 也 相互 独立 : 
АУВ, АЫ В, А-Ы В. 


互 斥 对 立 与 独立 





即 
P(AB)= P(A)P(B) 
«Р(АВ)= Р(А)Р(В) 
«Р(АВ)= Р(А)Р(В) 
«Р(АВ)= Р(А)Р(В). 

证 明 事件 4 与 事件 B 相互 独立 , 即 P(AB)= Р(А)Р(В), Br, Р(АВ)= Р(А)- 
Р(АВ)= P(4)-P(4)P(B)=P(4)(1-P(B))=P(4)P(B)， 因 此 , 4 与 有 相互 独立 . 由 此 
即 可 推出 4 与 8 相互 独立 ,再 由 B=B， 又 可 推出 4 与 相互 独立 . 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 以 上 四 对 事件 中 ， 只 要 有 一 对 是 相互 独立 的 ， 则 其 余 三 对 也 相互 
独立 ， 即 直观 理解 为 : 事件 4 与 B 相互 独立 ， 则 4 的 发 生 不 会 影响 В 发 生 的 概率 ， 那 么 4 
的 发 生 也 不 会 影响 В 不 发 生 的 概率 ，4 的 不 发 生 也 不 会 影响 В 发 生 的 概率 ，4 的 不 发 生 也 
不 会 影响 B 不 发 生 的 概率 . 
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下 面 我 们 将 相互 独立 性 推广 到 三 个 事件 的 情况 。 
ЖУЗ ША, B,C 是 试验 E 的 三 个 事件 ， 如 果 满 足 等 式 
Р(АВ)= Р(А)Р(В), 
P(AC)=P(A)P(C), 
Р(ВС)=еР(В)УР(СС); 
MEHEA, В, С 两 两 相互 独立 . 
定义 4 А, В, C 是 试验 的 三 个 事件 ， 如 果 满 足 等 式 
Р(АВ)= Р(А)Р(В), 
Р(АС)= Р(А)Р(С), 
Р(ВС)= Р(В)Р(С), 
Р(АВС)= Р(А)Р(В)Р(С). 
则 称 事件 4，B，C 相互 独立 . 
一 般 地 ， 设 4 A, o, An 是 试验 的 n(n=2) 个 事件 ， 如 果 对 于 其 中 任意 两 个 事 
件 的 积 事件 的 概率 等 于 各 事件 概率 的 积 ， 则 称 事件 4 A, e, A, 两 两 相互 独立 ; ШЖ. 
对 于 其 中 任意 两 个 事件 ， 任 意 三 个 事件 ，…… ， 任 意 个 事件 的 积 事件 的 概率 等 于 各 事件 
概率 的 积 ， 则 称 事件 4, A, C, А, 相互 独立 . 
例 6 把 一 枚 硬币 相互 独立 地 掷 两 次 ， 事 件 А, 表示 “ 掷 第 ;次 时 出 现 正 面 "，i=1，2; 
事件 4 表示 “ 正 、 反 面 各 出 现 一 次 ”. WIE, Ау, A, А, 两 两 相互 独立 ,但 不 相互 独立 . 


解 ” 容 易 算得 P(41)=P(4,)= P(A;)= > mH. P(A,A,)= P(443)= P(A;A,)= ү 


但 是 P(414,4;)= 0， 因 此 ， 三 个 事件 4, A, А, 两 两 相互 独立 ， 但 不 相互 独立 . 

例 7 设 某 车 间 有 三 条 相互 独立 工作 的 生产 流水 线 ， 在 一 天 内 每 条 流水 线 要 求 工人 维 
护 的 概率 依次 为 0.9、0.8 和 0.7. 求 一 天 中 三 条 流水 线 中 至 少 有 一 条 需要 工人 维护 的 概率 . 

E 记 4 表 示 为 “至 少 有 一 条 流水 线 需 要 工人 维护 "，4; = | 第 i 条 流水 线 需要 工人 维 
İP}, 1=1, 2, 3. BAA, A, А, 相互 独立 . 事件 4 可 以 写成 

| А=А|ОА,ОА,. 

由 于 事件 的 相互 独立 性 只 能 用 于 积 事件 的 概率 等 于 各 事件 概率 的 积 ， 因 此 我 们 使 用 对 

E, ， 得 到 
Р(А)= 1-Р(А, ОА, ОА, )= 1-Р(А, ПА, ПАЗ) 


= 1-Р(А,)Р(А„)Р(А»)= 1—0. 1+ 0.2 + 0. 3=0. 994. 

我 们 也 可 以 直接 考虑 事件 4 зу {ЕЕ = ЙК ЖИК ЕТ. А. у" (AAA), 

于 是 利用 事件 的 相互 独立 性 可 得 
P(A)= 1-P(4)= 1-Р(А,А„А» )= 0. 994. 

这 两 种 解法 实际 上 是 等 价 的 . 

例 8( 系统 可 靠 性 问题 ) 设 有 nn 个 元 件 相 互 独立 工作 ， 分别 按照 串联 、 并 联 的 方式 组 
成 两 个 系统 4 和 B， 如 图 1. 10 Атк, 已 知 每 个 元 件 正 常 工作 的 概率 都 为 p， 分 别 求 系统 A 
和 B 的 可 靠 性 ( 即 为 系统 正常 工作 的 概率 ). 

解 记 4,=| 第 i 个 元 件 正常 工作 | i=1，2，…，n， 可 知事 件 4, ，4, =, А, 相互 独 

‚ J? à 
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系统 4 





图 1.10 
М. 又 记 4 表示 “串联 系统 4 正常 工作 ” ，B 表示 “并 联系 统 B 正常 工作 ”， 则 
A=A, MA,N.…NA4,, 
В=А UA, U- UA,. 
所 以 ， 由 相互 独立 的 性 质 可 知 
Р(А)= Р(А,)Р(А,) ---Р(А,)=р", 
Р(В)= Р(А, ОА, U=- ЈА, )= 1-Р(А ПА, N= ПА, ) 
= 1-Р(А;)Р(А,) ---Р(А,)= 1-(1-р)". 
事实 上 ， 系 统 的 可 靠 性 问题 一 般 都 很 复杂 ， 很 难 直接 分 析 . 但 通过 适当 的 分 解 ， 将 一 
个 大 系统 层 层 分 割 成 若干 子 系统 ， 就 可 以 简化 其 分 析 过 程 . 而 串联 和 关联 就 是 所 有 子 系统 
中 最 常见 的 两 个 基本 子 系统 . 
例 9 Р(А)= 0.2, Р(В)= 0.3, 事件 4，B 相互 独立 . 试 求 P(4-B), Р(А|АЧВ). 


解 P(A-B)= P(AB)= Р(А)Р(В)= 0.2 · 0.7=0. 14, 
_P(AN(AUB)) 
P(A Lod ву 





利用 分 配 律 ， 可 继续 化 简 为 
_P(AAUAB) P(A) 
POA ABE) P(AUB) P(AUB) 
г, P(A) u 0.2 ШЕ 
7 Р(А)+Р(В)-Р(АВ) 0.2+0.3-0.06 11 








习题 1-4 


1. A. B 为 两 个 随机 事件 ，P(4)= 0.5, P(B)= 0.6, Р(В|А) = 0.8, 求 P(4B) 


МР(АВ). 
2. ЖА, ВТЕ, Р(АВ) = 0. 25, Р(В)= 0.3, Р(АОВ)= 0.6, R P(A- 


В) Р(А |В). 
3. ЎА, В 为 两 个 随机 事件 ，P(4)= 0.3, Р(В) = 0. 6. 试 在 下 列 两 种 情况 : 


(1) 事件 4，B 互 不 相 容 ; 


(2) 事件 4，B 有 包含 关系 ,分 别 求 P(41B) 及 P(A|B). 
4. 一 考试 题库 中 共有 100 道 考题 ， 其 中 有 60 道 基本 题 和 40 道 难题 ， 每 次 考试 机 器 从 


100 道 题 中 随机 选 题 ， 依 次 出 题 ， 求 第 三 次 才 遇 到 难题 的 概率 . 
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5. 某 地 一 名 研究 人 员 在 “夫妇 看 电视 习惯 "的 研究 中 发 现 : 有 25% 的 丈夫 和 30% 的 妻 
子 定期 收看 周 六 晚 播 出 的 某 个 电视 栏目 . 研究 还 表明 , 在 一 对 夫妇 中 如 果 丈 夫 定期 收看 这 
一 栏目 ， 则 会 有 80% 的 妻子 也 会 定期 收看 这 一 栏目 . 现 从 该 地 随机 抽 选 一 对 夫妇 ， 求 : 

(1) 这 对 夫妇 中 丈夫 和 妻子 都 收看 该 栏目 的 概率 ; 

(2) 这 对 夫妇 中 至 少 有 一 人 定期 收看 该 栏目 的 概率 . 

6. 一 袋 中 有 4 个 白 球 和 6 个 黑 球 ， 依 次 不 放 回 一 个 个 取出 ， 直 到 4 个 白 球 都 取出 为 
Ik, 求 恰好 取 了 6 次 的 概率 . 


7. 设 甲 、 乙 、 丙 三 人 同时 相互 独立 地 向 同一 目标 各 射击 一 次 ， 命 中 率 都 为 子 ， 现 已 


知 目标 被 击 中 ， 求 它 由 乙 命 中 且 甲 丙 都 没命 中 的 概率 . 

8. HEPA т 个 白 球 和 个 黑 球 ， 从 中 随机 抽取 两 个 ， 发 现 它们 是 同色 的 ， 求 同 为 黑 
色 的 概率 . 

9. 假定 生男 孩 或 生 女 孩 是 等 可 能 的 ， 在 一 个 有 三 个 孩子 的 家 庭 里 , 已 知 有 一 个 男孩 ， 
求 至 少 有 一 个 是 女孩 的 概率 . 

10. 抛 括 三 枚 均匀 的 吉 子 ， 已 知 掷 出 点 数 各 不 相同 ， 求 至 少 有 一 个 是 1 点 的 概率 . 

11. НА, B. С 是 任意 三 个 事件 , H P(C)>0, EH: 

(1) Р(АОВ|С)=Р(А|С)+Р(В|С)-Р(АВ|С); 

(2) Р(А-В|С)= Р(А|С) -Р(АВ |С); 

(3) Р(А|С)= 1-Р(А |С). 

12. 设 情报 员 能 破译 一 份 密码 的 概率 为 0.6， 假 定 各 情报 员 能 和 否 破译 这 份 密码 是 相互 
独立 的 . 

(1) 若 共有 4 名 情报 员 ， 求 密码 被 破译 的 概率 ; 

(2) 至 少 要 使 用 多 少 名 情报 员 才 能 使 破译 一 份 密码 的 概率 大 于 95%? 

13. 某 人 向 同一 目标 重复 相互 独立 射击 ， 每 次 命中 目标 的 概率 为 p(0<p<1)， 则 此 人 
第 三 次 射击 时 恰好 第 二 次 命中 目标 的 概率 为 多 少 ? 

14. (1) 设 事件 4、B 相互 独立 . 证 明 : A, B 相互 独立 ， A. B 相互 独立 ; 

(2) 设 事件 P(4)= 0 时 ,证 明 事件 4 与 任意 事件 相互 独立 ; 

(3) ЎА, B. C 是 三 个 相互 独立 的 随机 事件 , 证明 4UB 与 C 也 相互 独立 . 

15. 设 事件 4 与 相互 独立 , Н Р(А)=р, P(B)=q. R P(AUB), P(AUB), P(AUB). 





16. 设 事 件 4 5 BEARS, HB Р(АВ)=-у, Р(АВ)= Р(АВ). Ж P(A), P(B). 


17. ЙА, В, C 两 两 相互 独立 ， 且 P(A)= P(B)= Р(С) = 0.4, P(ABC)= 0.1, 
求 P(AUBUC), Р(А|С), Р(С|АВ). 

18. 设 事 件 4、B、C 相互 独立 ， 且 P(4)=0.2, P(B)=P(C)=0.3, 求 P(AUBUC); 
P( (A-C) NB). 

19. 有 2n 个 元 件 ， 每 个 元 件 的 可 靠 度 都 是 p. 试 求 下 列 两 个 系统 的 可 靠 度 ， 假 定 每 个 
元 件 是 否 正常 工作 是 相互 独立 的 : 

(1) 每 二 个 元 件 串联 成 一 个 子 系统 ， 再 把 这 两 个 子 系统 并 联 ; 

(2) 每 两 个 元 件 并 联 成 一 个 子 系统 ， 青 把 这 n 个 子 系统 串联 . 
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20. ЎА, B 是 两 个 随机 事件 ， 且 0<P(4) <1, 0<Р(В) <1, Р(В |А) +Р(ВІА)=1, 
证 明 事件 4 与 В 相互 独立 . 

21. 设 A4、B 是 两 个 随机 事件 ， 且 P(A)>0, P(B)>0, 事件 4 与 B 相 互 独立 ,证明 事 
件 4 与 B 相 容 . 


第 五 节 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 


全 概率 公式 是 概率 论 中 一 个 非常 重要 的 公式 .通常 我 们 会 遇 到 一 些 较为 复杂 的 随机 事件 的 
概率 计算 问题 ， 这 时 ， 如 果 将 它 分 解 成 一 些 较 容易 计算 的 情况 分 别 进行 考虑 ， 可 以 化 繁 为 简 . 
定义 ” 设 E 是 随机 试验 ， 0 是 相应 的 样本 空间 ，4, А, e, А, 为 2 的 一 个 事件 组 ， 
若 满 足 条 件 : 
(1) А;ПА,=@(15#]); 
(2) AV UA, U = UA, = (2. 
则 称 事件 组 4 A, e, A, 为 样本 空间 的 一 个 完备 事件 组 ， 完 备 事 [B]z: 
件 组 完成 了 对 样本 空间 的 一 个 分 割 . ы 
例如 ， 当 n=2 时 ,4 与 4 便 构 成 样本 空间 0 的 一 个 分 割 
定理 1( 全 概率 公式 ) А, А,, ---, А, 为 样本 空间 О 的 一 个 
完备 事件 组 ， 且 P(4;)>0(i=1，2,，…, n), B 为 任 一 事件 ， 则 





Р(В)= У P(A;)P(B |А,). 
рей 


证 明 НУ В= О0В= (А, ЧА, U- ОА, ) ПВ=А, ВОА,ВО ·-- А,В, H А,В, А,В, 
…，4,B 互 不 相 容 ， 所 以 由 有 限 可 加 性 及 概率 的 乘法 公式 得 
P(B)= P(A,B)+P(A,B)+---P(A, B) 
= Р(А,)Р(В |А, )+Р(А,)Р(В |А, ) +---+Р(А, )Р(В |A,) 


= У Р(А,)Р(В|А;). 
i=l 


定理 2( 贝 叶 斯 公式 ) A, А,, ---, А, 为 样本 空间 Q 的 一 个 完备 事件 组 ，P(4; ) > 
0(1=1, 2，…,m)，B 为 满足 条 件 P( B)>0 的 任 一 事件 ， 则 


P(A,)P(B |А, 
P(A,|B) = Б. )Р(В|А;) 


Ў, Р(А)Р(В |4) 
证 明 由 条 件 概率 的 定义 可 知 
Р(А;В) 
P(B) ` 
对 上 式 的 分 子 用 乘法 公式 、 分 母 用 全 概率 公式 得 
P(A,B)= P(A,)P(B |A,), 


P(A, | B)= 





Р(В)= У, P(A,)P(B |А,). 
i=1 
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即 得 
P(A;)P(B |А,) 
p(AA|B)=— — 


2, Р(А:Р(В |4) 
结论 得 证 . 

例 1 某 手机 制造 企业 有 两 个 生产 基地 ， 一 个 在 5 市 ， 一 个 在 T 市 ， 但 都 生产 同型 号 
FHL S 市 生产 的 手机 占 总 数 的 60%, T 市 的 占 40%. 两 个 基地 生产 的 手机 都 送 到 两 地 之 
间 的 一 个 中 心 仓库 ， 且 产品 混合 放 在 一 起 . 从 质量 检查 可 知 S 市 生产 的 手机 有 5% 不 合格 ; 
T 市 生产 的 手机 有 10% 不 合格 . Ж. 

(1) 从 中 心 仓库 随机 抽出 一 个 手机 ， 求 它 是 不 合格 品 的 概率 ; 

(2) 从 中 心 仓库 随机 抽出 一 个 手机 发 现 它 是 不 合格 的 ， 则 它 是 5 市 生产 的 概率 是 多 少 ? 

# ”以 4 表示 抽 到 的 是 S 市 生产 基地 生产 的 手机 ,A 和 4 构成 了 样本 空间 的 一 个 完备 事件 
组 . B 表示 不 合格 的 手机 ， 则 由 已 知 条 件 知 

P(A)=0.6, P(A)=0.4, P(B|A)=0.05, Р(В|А)=0.1. 

(1) 由 全 概率 公式 得 

P(B)=P(4)P(B14)+P(4)P(B14)= 0.6.0.05+0.4.0.1=0.07. 
(2) 由 贝 叶 斯 公式 得 
Ph41B)-=PCD)PCB14) 0.6-0.05_3 
Р(В) 0.07 7 

例 2 有 三 只 箱子 ， 第 一 个 箱子 中 有 四 个 黑 球 和 一 个 白 球 ， 第 二 个 箱子 中 有 三 个 黑 球 
和 三 个 白 球 ， 第 三 个 箱子 中 有 三 个 黑 球 和 五 个 白 球 . 现 随 机 取 一 个 箱子 ， 再 从 这 个 箱子 中 
取 一 球 ， 已 知 取 到 的 是 白 球 ， 则 这 个 白 球 是 属于 第 二 个 箱子 的 概率 是 多 少 ? 


E ША, 表示 “ 取 到 第 i 个 箱子 "， 则 P(4:)= 方 (i=1，2，3). ЖШ, A, А, ЖА, 构 
成 了 样本 空间 的 一 个 完备 事件 组 . 再 以 В 表示 “ 取 到 的 是 白 球 " ， 则 


1 1 5 
Р(В|А,)=-—, P(B142)= 了 了， P(B (Аз) = =. 








由 全 概率 公式 得 
1 G 1 >) 53 
P(B) = У P(A,)P(B|A,) = — · 
(В) = У,Р(А)Р(В |4) = [s t> + 
再 由 贝 叶 斯 公式 得 
P(A,)P(B|A,) 20 


P(A, | B)= Р(В) “р 


即 这 个 白 球 是 属于 第 二 个 箱子 的 概率 为 


Фуз 某 种 疾病 的 患 病 率 为 0.1%， 某 项 血液 医学 检查 的 误诊 率 为 1%， 即 非 患 者 中 有 
1% 的 人 验 血 结果 为 阳性 ， 上 患者 中 有 1% 的 人 验 血 结果 为 阴性 . 现 知 某 人 验 血 结果 是 阳性 ， 
求 他 确实 患 有 该 种 疾病 的 概率 . 

解 ” 以 A 表示 该 人 患 此 疾病 ，B 表示 验 血 结果 为 阳性 ， 则 由 已 知 条 件 知 

21. 
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Р(А)= 0.001, P(A)= 0.999, Р(В | А)= 0.99, Р(В | А)= 0.01. 

先 由 全 概率 公式 得 

Р(В)= Р(А)Р(В д) +Р(А)Р(В | А)= 0. 001 - 0. 99+0. 999 · 0. 01 =0. 01098. 
再 由 贝 叶 斯 公式 得 

Р(А)Р(В|А) 0.001 : 0.99 
РСА В) реву 0.01098 00° 

注意 到 这 个 概率 出 乎 意料 的 小 ， 因 为 “直观 ” 上， 当 我 们 拿 到 阳性 的 化 验 报告 时 ， 通 常 
直接 认为 就 是 患 病 了 ， 但 事实 上 并 非 如 此 ， 可 能 没有 上 患 病 ， 而 且 没 有 患 病 的 概率 还 不 小 . 
这 归根 结 底 在 于 该 病 的 患 病 率 很 低 ， 仅 为 0. 196, 误诊 率 虽然 不 高 ,为 1%,， 但 总 阳性 人 群 
中 被 误诊 为 阳性 的 几乎 是 真 阳 性 患者 的 10 倍 多 . 这 个 事实 告诉 我 们 ， 当 验 血 结果 是 阳性 
时 ， 切 莫 慌 张 ， 真 正 患 有 该 疾病 的 概率 一 定 不 等 于 1， 而 且 还 不 一 定 很 大 . 

事实 上 ， 如 果 我 们 把 血液 检查 为 阳性 看 成 是 “结果 ” ， 而 导致 该 结果 发 生 的 “原因 "有 
两 个 : 一 是 患者 且 检 查 正 确 ， 二 是 非 患 者 检查 错误 .所 以 ， 可 以 这 么 说 ， 全 概率 公式 ， 就 
是 通过 已 知 每 种 “原因 "发 生 的 概率 ， 即 P(4) 和 P(4) 已 知 ， 求 “结果 ”B 发 生 的 概率 P(B). 
这 里 的 P(A4) 和 P(A4) 又 称 为 “ 先 验 概率 ”". 而 贝 叶 斯 公式 ， 则 是 从 已 知 “结果 ”B 发 生 的 条 件 
下 分 析 是 由 各 个 可 能 “原因 "引起 的 条 件 概率 P(4 В) РОА | B) ， 所 以 也 有 人 把 贝 叶 斯 公 
式 看 成 是 用 来 解决 “已 知 结果 ， 分 析 原 因 ” 的 问题 这 里 的 P(4 |В) ЯТ P(A |B) 又 称 为 “后 
验 概率 ”. 

所 以 在 使 用 全 概率 公式 时 ， 关 键 是 写 出 诱导 事件 p 发 生 的 各 个 原因 А, 及 相应 的 先 验 
概率 P(4; ) 和 条 件 概率 P(B | A;). 

例 4( 敏感 性 问题 调查 ) ”对 于 考试 作 浆 、 赌 博 、 偷 税 漏税 、 酒 后 驾车 等 一 些 涉 及 个 
人 隐私 或 利害 关系 ， 不 受 被 调查 对 象 欢 迎 或 感到 尴 坎 的 敏感 问题 ， 即 使 做 无 记名 的 直接 
调查 ， 也 很 难 消除 被 调查 者 的 顾虑 ， 他 们 极 有 可 能 拒绝 应 答 或 故意 做 出 错误 的 回答 ， 很 
难保 证 数据 的 真实 性 ， 使 得 调查 的 结果 存在 很 大 的 误差 . 如何 设计 合理 的 调查 方案 ， 来 
提高 应 答 率 并 降低 不 真实 回答 率 呢 ? 基于 贝 叶 斯 思想 的 调查 方案 设计 就 能 解决 这 个 
问题 . 

调查 方案 设计 的 基本 思想 是 ， 让 被 调查 者 从 

问题 1: 你 在 考试 中 作 过 闲 吗 ? 

问题 2: 你 生日 的 月 份 是 奇数 吗 ? (假设 一 年 有 365 Ж) 
中 ， 随 机 地 选 答 其 中 一 个 ， 同 时 调查 者 并 不 知道 被 调查 者 回答 的 是 哪 一 个 问题 ， 从 而 保护 
被 调查 者 的 隐私 ， 消 除 被 调查 者 的 顾虑 ， 能 够 对 自己 所 选 的 问题 真实 地 回答 . 

调查 者 准备 一 套 13 张 同 一 花色 的 扑克 ， 在 选 答 上 述 问 题 前 ， 要 求 被 调查 的 学 生 随 
机 抽取 一 张 ， 看 后 还 原 ， 并 使 调查 者 不 能 知道 抽取 的 情况 . 约定 如 下 : 如 果 学 生 抽 取 的 
是 不 超过 10 的 数 则 回答 问题 1; 反之 ， 则 回答 问题 2. 假定 调查 结果 是 收回 400 张 有 效 
答卷 ， 其 中 有 80 个 学 生 回答 “是 ”，320 个 学 生 回 答 “ 否 ”， 求 被 调查 的 学 生 考试 作 星 的 
概率 p. 

# “以 4 表示 选 答 问题 1，B 表示 回答 “是 ", 设 P(B14A)=p， 则 由 已 知 条 件 知 
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习题 1-5 


1. 对 以 往 数 据 分 析 结 果 表 明 ， 当 机 器 运转 正常 时 ， 产 品 的 合格 率 为 90%; 而 当 机 器 
发 生 故 障 时 ， 其 合格 率 为 30% ， 机 器 开动 时 ， 机 器 运转 正常 的 概率 为 75%. 

(1) 求 某 日 首 件 产品 是 合格 品 的 概率 ; 

(2) 已 知 某 日 首 件 产品 是 合格 品 ， 求 机 器 运转 正常 的 概率 . 

2. 某 班 教 师 发 现在 考试 及 格 的 学 生 中 有 80% 的 学 生 按时 交 作 业 ， 而 在 考试 不 及 格 的 
FERRA 30% 的 学 生 按 时 交 作业 ， 现 在 知道 有 85% 的 学 生 考 试 及 格 ， 从 这 个 班 的 学 生 中 
随机 地 抽取 一 位 学 生 . 

(1) 求 抽 到 的 这 位 学 生 是 按时 交 作 业 的 概率 ; 

(2) 若 已 知 抽 到 的 这 位 学 生 是 按时 交 作 业 的 ， 求 他 考试 及 格 的 概率 . 

з. 已 知 甲 袋 中 装 有 6 个 红 球 ，4 个 白 球 ; 乙 袋 中 装 有 7 个 红 球 ，3 个 白 球 ; 丙 袋 中 装 
Ћ5 ХВ, 5 “АРК. 

(1) 随机 地 取 一 袋 ， 再 从 该 袋 中 随机 地 取 一 个 球 , 求 该 球 是 红 球 的 概率 ; 

(2) 已 知 取出 的 是 红 球 ， 求 该 球 是 取 自 甲 袋 的 概率 . 

4. 甲 袋 中 有 4 个 白 球 ，6 个 黑 球 ， 抛 掷 一 枚 均匀 的 骨 子 ， 掷 出 几 点 就 从 袋 中 取出 几 个 
球 ， 求 从 甲 袋 中 取 到 的 都 是 黑 球 的 概率 . 

5. 某 厂 生 产 的 钢琴 中 有 70% 可 以 直接 出 厂 ， 剩 下 的 钢琴 经 调试 后 ， 其 中 80% 可 以 出 
厂 ，20% 被 定 为 不 合格 品 不 能 出 厂 . 现 该 厂 生产 n(n 二 2) 架 钢琴 ,假定 各 架 钢 琴 的 质量 是 
相互 独立 的 . БОК: 

(1) 任意 1 架 钢琴 能 出 厂 的 概率 ; 

(2) 全 部 钢琴 都 能 出 厂 的 概率 . 

6. 甲 、 乙 、 丙 3 门 高 炮 同 时 相互 独立 各 向 敌 机 发 射 1 枚 炮弹 ， 它 们 命中 敌 机 的 概率 依 
次 为 0.7，0.8，0.9， 飞 机 被 击 中 1 弹 而 坠毁 的 概率 为 0.1， 被 击 中 2 弹 而 坠毁 的 概率 为 
0.5， 被 击 中 3 弹 必定 坠毁 . 

(1) 试 求 飞机 坠毁 的 概率 ; 

(2) 已 知 飞 机 坠毁 ， 试 求 它 在 坠毁 前 只 被 击 中 1 弹 的 概率. 

7. 已 知 甲 袋 中 装 有 a 个 红 球 , 个 白 球 ; 乙 袋 中 装 有 c 个 红 球 ，d 个 白 球 . 试 求 下 列 
事件 的 概率 : 

(1) 合并 两 个 口袋 ， 从 中 随机 地 取 1 个 球 ， 该 球 是 红 球 ; 

(2) 随机 地 取 一 个 口袋 ， 再 从 该 袋 中 随机 地 取 1 个 球 ， 该 球 是 红 球 ; 
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(3) 从 甲 袋 中 随机 地 取出 1 个 球 放 入 乙 袋 ， 再 从 乙 袋 中 随机 地 取出 1 个 球 ， 该 球 是 
红 球 . 
8. 发 报 台 分 别 以 概率 0.6 和 0.4 发 出 信号 * ж ”和 “一 ”. 由 于 通信 系统 受到 干扰 ， 当 
发 出 信号 <“ * ”时 ,收报 台 未 必 收 到 信号 * ”， 而 是 分 别 以 概率 0.8 和 0. 2 收 到 信和 号” =" 
和 “一 ”; 同样 ， 当 发 出 信号 “一 "时 ， 收 报 台 分 别 以 概率 0.9 和 0.1 收 到 信号 “一 ”和 
“ж”, Ж 

(1) 收报 台 收 到 信号 * * ”的 概率 ; 

(2) 当 收 报 台 收 到 信号“ * "时 ， 发 报 台 的 确 是 发 出 信和 号” * ”的 概率 . 

9. 玻璃 杯 成 箱 出 售 ， 每 箱 20 个 ， 假 设 各 箱 含有 0，1，2 个 次 品 的 概率 分 别 为 0.8， 
0.1，0. 1， 一 个 顾客 预购 一 箱 玻璃 杯 ， 在 购买 时 售货员 随意 取 一 箱 ， 而 顾客 随机 地 查看 4 
个 ， 如 果 没 有 次 品 则 买 下 该 箱 产品 ， 和 否则 就 退回 . 求 : 

(1) 顾客 买 下 该 箱 的 概率 ? 

(2) 在 顾客 买 下 该 箱 中 确实 没有 次 品 的 概率 . 

10. 已 知 甲 、 乙 两 箱 中 装 有 同 种 产品 ， 其 中 甲 箱 中 装 有 3 件 合格 品 和 3 件 次 品 ， 乙 箱 
中 仅 装 有 3 件 合格 品 . 先 从 甲 箱 中 任 取 3 件 产品 放 入 乙 箱 ， 再 从 乙 箱 中 任 取 2 件 产 品 , 求 
从 乙 箱 中 取 到 1 件 合格 品 、1 件 次 品 的 概率 . 

11. 甲乙 两 人 对 弈 ， 甲 获胜 的 概率 为 0.6， 乙 获胜 的 概率 为 0.4. 一 方 获胜 得 一 分 . 其 
中 一 人 的 分 数 超过 另 一 人 2 分 ， 则 对 弈 结束 ， 即 为 最 终 获 胜 . 求 甲 最 终 获 胜 的 概率 . 

12. 有 三 个 班级 : 每 个 班级 总 人 数 分 别 是 10 人 、20 人 、25 人 ， 其 中 每 个 班级 的 女生 
分 别 为 4 人、10 人 、15 Л. 先 随 机 抽取 一 个 班级 ， 从 该 班级 中 依次 抽取 2 Л, Ж. 

(1) 第 一 次 抽 到 女生 的 概率 ; 

(2) 在 第 一 次 抽 到 女生 的 条 件 下 ， 第 二 次 抽 到 的 还 是 女生 的 概率 . 

13. 假设 乒乓 球 在 未 使 用 前 称 为 新 球 ， 使 用 后 称 为 旧 球 . 现在 ， 袋 中 有 10 个 乒乓 球 ， 
其 中 有 8 个 新 球 . 第 一 次 比赛 时 从 袋 中 任 取 2 个 球 作 为 比赛 用 球 ， 比 赛 后 把 球 放 回 袋 中 ， 
第 二 次 比赛 时 再 从 袋 中 任 取 2 个 球 作为 比赛 用 球 . R: 

(1) 第 二 次 比赛 取出 的 球 都 是 新 球 的 概率 ，; 

(2) 如 果 已 知 第 二 次 比赛 取出 的 球 都 是 新 球 ， 求 第 一 次 比赛 时 取出 的 球 也 都 是 新 球 的 
概率 . 

14. 某 位 学 生 接连 参加 同一 门 课 程 的 两 次 考试 ， 第 一 次 及 格 的 概率 为 厅 若 第 一 次 及 格 
则 第 二 次 也 及 格 的 概率 也 为 p; 若 第 一 次 不 及 格 ， 第 二 次 及 格 的 概率 为 p/2. Ж: 

(1) 若 至 少 有 一 次 及 格 则 他 能 取得 某 种 资格 ， 求 能 取得 该 资格 的 概率 ; 

(2) 已 知 第 二 次 已 经 及 格 ， 求 他 第 一 次 也 及 格 的 概率 . 

*15. 张 亮 上 概率 统计 课 ， 在 某 周 结束 时 ， 他 可 能 跟 得 上 课程 也 可 能 跟 不 上 课程 . 如 
果 某 周 他 跟 上 课程 ， 那 么 ， 他 下 周 跟 上 课程 的 概率 为 0.9; 如 果 某 周 他 没 跟 上 课程 ， 那 么 ， 
他 下 周 跟 上 课程 的 概率 仅 为 0.3. 现在 假定 ， 在 第 一 周 上 课 前 ， 他 是 跟 上 课程 的 ， 求 : 

(1) 经 过 2 周 的 学 习 ， 他 仍 能 跟 上 课程 的 概率 ; 

(2) 经 过 nn 周 的 学 习 (n=1，2，…)， 他 仍 能 跟 上 课程 的 概率 . 
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贝 叶 斯 公式 是 概率 论 中 最 重要 的 知识 点 之 一 ， 该 公式 的 意义 在 于 开创 了 统计 学 的 一 个 学 
派 贝 叶 斯 学 派 ， 它 和 经 典 统计 学 学 派 为 现代 统计 学 的 两 大 分 支 ， 贝 叶 斯 公式 是 由 英国 学 
者 贝 叶 斯 (Thomas Bayes, 1701 年 一 1761 年 ) 为 了 解决 二 项 分 布 的 概率 估计 问题 所 提出 的 一 种 
“ 逆 概 率 ” 思 想 发 展 而 来 的 .“ 求 概率 这 个 问题 的 逆 概率 ”是 指 已 知事 件 的 概率 为 ， 可 计算 某 
种 结果 出 现 的 概率 问题 ; 反之 ， кенеге Жыр ЕР Те у т ү ө 
ZEBRAER, AME ARARA. 贝 叶 斯 的 思想 ， 以 及 其 支持 者 对 其 思想 的 
мок E 最 终 发 展 成 了 贝 叶 斯 统计 理论 ， 从 而 开辟 了 统计 学 发 展 中 的 一 
个 新 领域 ， 对 统计 决策 函数 、 统 计 推 断 、 统 计 的 估算 等 做 出 了 贡献 . 贝 叶 斯 学 派 与 经 典 统计 
ka 
所 周知 ， 任 何事 物 都 是 发 展 变 化 的 ， 都 会 通过 样本 数据 信息 不 断 挖 所 和 发 现 新 变化 . 经 典 统 
计 学 只 使 用 样本 数据 信息 ， 而 贝 叶 斯 分 析 则 是 把 先 验 信息 与 样本 数据 结合 起 来 进行 推断 . 

我 们 来 看 下 面 的 例子 : 

R PEKA 10 个 球 ， 分 别 为 红 球 和 和 白 球 ， 但 是 每 种 顾 色 的 球 有 几 个 不 是 很 明确 ， 
有 下 列 三 种 可 能 : A: 可 能 是 装 有 6 个 红 球 ，4 个 白 球 ; A: 也 可 能 是 装 有 7 个 红 球 ，3 
个 白 球 ; As: 还 可 能 是 装 有 5 个 红 球 ，5 个 白 球 . 开始 认为 这 三 种 可 能 性 分 别 为 





1 
P(A)=% Р(Аз)= =, Р(Аз)= 2, 
Ф ЖАПА k Ade P fe. FAT nR, WREE Z k AE А е ДЖ? 
#ЗЕЛ-Ий P, РСА), РСА) =, РСАз)= 23 LEASE, Дн ЖА 
色 即 是 试 验 的 样本 数据 信息 ， 我 们 记 为 如 ， 则 
а 7 
Р(В) = У, Р(А,)Р(В|А,) = 75, 
i=1 
P(AP(B|A,) 6 
P(B) 735 





P(A; в) = 


m 2 3 
同 理 可 得 Р(А, | Ву=-—,‚ P(A | B)= =. 


验 概率 (也 称 为 后 验 信息 ORAS, š, 
二 次 的 抽样 . 把 刚刚 得 到 的 后 验 信息 作为 新 一 轮 抽 样 前 的 先 验 信息 ， 继 续 使 用 贝 叶 斯 公式 
计算 和 调整 ， 就 可 以 得 到 第 二 次 抽样 后 的 后 验 概率 ， 这 个 后 验 概率 将 会 比 第 一 次 的 后 验 概 
率 更 可 靠 ， 如 此 和 迭代 反复 ， 基 于 先 验 信息 ， 随 后 通过 诸多 实践 和 抽样 ， 对 事物 的 认识 会 不 
断 加 深 和 调整 ， 最 后 将 对 事物 的 认识 达到 一 个 新 高 度 


所 以 ， 经 过 一 次 样本 抽取 的 结果 ， 结 合 先 验 信息 ， 我 们 得 到 了 关于 4 А, 和 的 后 
这 个 结果 不 可 靠 ， 还 可 以 再 进行 第 
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测试 题 一 
1. 假设 4 与 B 同时 发 生 的 时 候 C 必 发 生 ， 则 ( ). 
А. Р(С)<Р(А)+Р(В)-1 B. Р(Су>Р(А)+Р(В)-1 
C. P(C)= P(AB) D. Р(С)= Р(АОВ) 


2. 对 于 两 个 随机 事件 4，B 满足 4CB，1>P(B)>0， 则 下 列 选项 中 必定 成 立 的 
是 ( ). 


A. P(A)= P(A|B) B. P(A)<P(A|B) 

C. P(A)>P(A|B) D. 以 上 三 个 选项 都 不 全 对 

3. ZEFA, ВЕ O<P(A)<1, 0<P(B)<1, P(B|A)=P(B|A), 则 有 ( 
А. Р(А|В)= P(A| B) В. P(A|B)#P(A|B) 

С. P(AB)= P(A)P(B) D. P(AB)#P(A)P(B) 

4. 若 P(BI4)=1， 则 有 ( J: 

A. 4 是 必然 事件 В. Р(В|А)=0 С. АСВ D. Р(А-В)= 0 


5. 考 前 复习 时 ， 老 师 提 供 了 10 条 提纲 ， 某 学 生 掌握 了 其 中 的 6 条 . 老师 任 选 3 条 提 
纲 出 3 个 问题 ， 求 : 

(1) 考 的 3 个 问题 恰好 都 是 该 学 生 已 掌握 了 的 提纲 的 概率 ; 

(2) 考 的 3 个 问题 恰好 有 一 个 是 该 学 生 没 有 掌握 了 的 提纲 的 概率 . 

6. 一 英语 老师 准备 了 10 张口 语 考题 ，10 位 考生 从 中 任 取 一 张 用 完 放 回 ， 求 考试 结 
束 ，10 张 考 题 都 被 用 过 的 概率 . 

7. 袋 中 有 红 、 黄 、 白 色 球 各 一 个 ， 每 次 任 取 一 个 ， 有 放 回 地 取 三 次 , 求 “ 取 到 的 三 球 
中 没有 红 球 或 没有 黄 球 ”的 概率 . 

8. 某 人 抛掷 硬币 2n+1 次 ， 求 他 掷 出 的 正面 多 于 反面 的 概率 . 

9. 抛掷 一 枚 均匀 的 骨 子 ， 至 少 需要 投掷 多 少 次 ， 才 能 保证 出 现 6 点 的 概率 超过 95%. 

10. (女士 品 茶 ) 一 位 常 饮 牛奶 加 茶 的 女士 称 : 她 能 辨别 先 放 茶 还 是 先 放 牛 奶 ， 并 且 她 
在 10 次 试验 中 都 能 正确 地 辨别 出 来 . 请 结合 “实际 推断 原理 "解释 判别 该 女士 的 说 法 是 否 
可 信 . | 

11. 将 一 枚 硬币 相互 独立 投了 两 次 ，4; = | 第 一 次 出 现 正 面 | A= | 第 二 次 出 现 正面 | ， 
43=| 正 反面 各 出 现 一 次 | А = | 正面 出 现 两 次 | ， 则 下 列 选项 正确 的 是 ( ). 

А. А, А, А, 相互 独立 В. А,, А, A, 相互 独立 | 

C. А, A, A, 两 两 相互 独立 D. А,, As, A, 两 两 相互 独立 

12. 已 知 P(4)=0.3，P(4UB)= 0.7， 在 下 列 三 种 情形 下 分 别 求 P(B): 

(1) A, B 互 不 相 容 ; (2)A, B 相互 独立 ; (3)A, B 有 包含 关系 . 
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13. £ Р(4)= 0.4, Р(В)= 0.7, 事件 4，B 相互 独立 . 试 求 P(B-A); P(AUB). 
14. 设 双 胞 胎 中 为 两 个 男孩 和 两 个 女孩 的 概率 分 别 为 a ЖЬ, 今 已 知 双胞胎 中 一 个 是 
男孩 ， 求 男 一 个 也 是 男孩 的 概率 . 


15. 设 两 两 相互 独立 的 事件 4 和 8B 都 不 发 生 的 概率 为 = ， 4 RE B 不 发 生 的 概率 与 В 


发 生 4 不 发 生 的 概率 相等 ， 求 4 的 概率 . 

16. 现 有 甲乙 两 个 口袋 ， 甲 口袋 中 有 1 个 黑 球 和 2 个 白 球 ， 乙 口袋 中 有 3 个 白 球 , 每 
次 从 两 个 口袋 中 各 任 取 一 球 ， 并 将 取出 的 球 交换 放 和 甲乙 口袋 . 

(1) k 1 次 交换 后 ， 黑 球 还 在 甲 袋 中 的 概率 ; 

(2) 求 2 次 交换 后 ， 黑 球 还 在 甲 袋 中 的 概率 . 
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[ 课 前 导读 ] 

在 第 一 章 中 ， 我 们 发 现 基 于 随机 试验 的 样本 空间 去 研究 随机 事件 及 其 概率 的 过 程 中 ， 
有 时 样本 空间 不 一 定 是 数 集 ， 不 便于 用 数学 方法 来 处 理 . 为 了 能 进行 定量 的 数学 处 理 ， 必 
须要 把 随机 试验 的 结果 数量 化 . 因此 ， 通 过 引入 随机 变量 ， 将 样本 空间 转化 为 一 个 无 量 纲 
的 数 集 ， 使 得 能 统一 地 处 理 随 机 现象 ， 而 且 过 程 会 更 简单 直接 . 本 章 中 我 们 将 主要 讨论 一 
维 随 机 变量 及 其 分 布 ， 
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一 、 随 机 变量 的 定义 


在 随机 试验 中 有 很 多 试验 结果 本 身 就 是 用 数量 表示 ， 例 如 ， 

(1) 抛掷 一 枚 均匀 的 仍 子 ， 出 现 的 点 数 蕊 的 取 值 ; 

(2) 每 年 每 辆 参 保 的 车 辆 会 发 生理 赔 的 次 数 V， 每 次 理赔 的 金额 了 Y， 这 里 WN 和 了 的 
取 值 ; 

(3) 测量 的 随机 误差 s 的 取 值 . 

在 随机 试验 中 还 有 很 多 试验 结果 本 身 不 是 用 数量 表示 ， 这 时 可 以 根据 需要 设置 变量 ， 
例如 ， 

(1) 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 ， 观 察 其 朝 上 的 面 ， 则 样本 空间 -| EME, KAHEL. 
这 时 ， 可 按 如 下 方式 设置 一 个 变量 X: 


样本 点 的 取 值 
正面 朝 上 一 1 
反面 朝 上 一 0 


在 这 里 , X 的 取 值 对 应 如 下 随机 事件 : 
1X=1} ={ 正面 朝 上 | ，|X=0}=| 反 面 朝 上 | . 

(2) 抛掷 三 枚 均匀 的 硬币 ， 观 察 其 朝 上 的 面 ， 则 样本 空间 = | HHH, HHT, HTH, 
THH, HTT, ТНТ, ТТН, ТТТ, Ж Н ліе Е, Тху Е. 这 时 ， 若 一 个 
ХЕХ Желк“ = W h Dari 52 IB sj ЕВО”, ХИА S FEA лд a] ОШ ОХ ЛУ 
关系 : 
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样本 点 的 取 值 
HHH 一 0 
HHT 一 1 
HTH 一 1 
THH 一 I 
HTT 一 2 
ТНТ 一 Š 
TTH 一 2 
ТТТ 一 3 


在 这 里 ,的 取 值 对 应 如 下 随机 事件 : 
{Х=0} = Ба БОК = | ННН}, {х= 1 =| 反 面 朝 上 1 次 | = | HHT, HTH, THH}, |X 
=2| = {1ШК2} = | HBTT, ТНТ, TTH}, {Х=3| =| БА ЕЗ} = í TTT]. 

下 面 ， 我 们 给 出 随机 变量 的 一 般 定 义 . 

定义 1 在 随机 试验 E h, O 是 相应 的 样本 空间 ， 如 果 对 O 中 的 每 一 个 样本 点 ww， 有 
唯一 一 个 实数 XX(w) 与 它 对 应 ， 那 么 就 把 这 个 定义 域 为 2 的 单 值 实 值 函数 =X(w) 称 为 
(一 维 ) 随 机 变量 . 

随机 变量 一 般 用 大 写字 母 X，Y 等 来 表示 ， 随 机 变量 的 取 值 一 般 用 小 写字 母 x，y 等 来 
表示 . 如 果 一 个 随机 变量 仅 可 能 取 有 限 或 可 列 个 值 ， 则 称 其 为 离散 型 随机 变量 . 如 果 一 
随机 变量 的 取 值 充满 了 数 轴 上 的 一 个 区 间 ( 或 某 几 个 区 间 的 并 ) ， 则 称 其 为 非 离散 型 随机 变 
量 . 连续 型 随机 变量 就 是 非 离散 型 随机 变量 中 最 常见 的 一 类 随机 变量 . 

随机 变量 的 定义 可 直观 解释 为 : 随机 变量 式 是 样本 点 的 函数 ， 这 个 函数 的 自 变量 是 样 
本 点 ， 可 以 是 数 ， 也 可 以 不 是 数 ， 定 义 域 是 样本 空间 ， 而 因 变 量 必须 是 实数 . 这 个 函数 可 
以 让 不 同 的 样本 点 对 应 不 同 的 实数 ， 也 可 以 让 多 个 样本 点 对 应 于 一 个 实数 . 

随机 变量 的 引入 是 概率 论 发 展 走向 成 熟 的 一 个 标志 ， 它 弥补 了 随机 试验 下 的 随机 事件 
种 类 繁多 、 不 易 一 一 总 结 它们 发 生 的 可 能 性 大 小 的 规律 的 缺陷 ， 因 为 如 果 知 道 随机 变量 的 
分 布 ， 随 机 试验 下 任 一 随机 事件 的 概率 也 随 之 可 以 得 到 ; 另外 引入 随机 变量 后 ， 可 以 使 用 
数学 中 的 微 积 分 工具 讨论 随机 变量 的 分 布 . 


二 、 随 机 变量 的 分 布 函数 


随机 变量 是 样本 点 w 的 一 个 实 值 函 数 ， 为 了 掌握 X 的 统计 规律 性 ， 我 们 需要 知道 X 
取 值 于 某 个 区 间 的 概率 . 由 于 
{а<Х<=Ь|={Х=<Ь|-|Х<а|, 
{Х>с|=02-|Х<с}. 
因此 ， 对 于 任意 实数 x， 只 需 知道 |X<x| 的 概率 就 足够 了 ， 我 们 用 Р(х) 表示 这 个 概率 值 ， 
显然 这 个 概率 值 与 x 有关， 不 同 的 x， 此 概率 值 也 不 一 样 ， 下 面 给 出 分 布 函 数 的 定义 . 
定义 2 设 X 是 一 个 随机 变量 ， 对 于 任意 实数 x， 称 函数 
.30 
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F(x)= Р(Х=х), -% <%<+% 


为 随机 变量 X 的 分 布 函 数 . 


对 任意 的 两 个 实数 -om <a<b<+w ， 有 
Р(а<Х=Ь)= ЕК(Ь)-Е(а). 


因此 ， 只 要 已 知 X 的 分 布 函 数 ， 就 可 以 知道 X 落 在 任 一 区 间 (a, 5] 内 的 概率 ， 所 以 说 ， 
分 布 函 数 可 以 完整 地 描述 一 个 随机 变量 的 统计 规律 性 . 


从 这 个 定义 可 以 看 出 : 
(1) 分 布 函 数 是 定义 在 (-w ，+% ) 上 ， 取 值 在 [0，1] 上 的 一 个 函数 ; 
(2) 任 一 随机 变量 X 都 有 且 仅 有 一 个 分 布 函 数 ， 有 了 分 布 函 数 ， 就 可 计算 与 随机 变量 


X 相关 事件 的 概率 问题 . 


例 1 设 一 盒子 中 装 有 10 个 球 ， 其 中 5 个 球 上 标 有 数字 1，3 个 球 上 标 有 数字 2，2 个 


球 上 标 有 数字 3， 从 中 任 取 一 球 ， 记 随机 变量 外表 示 为 “取得 的 球 上 标 有 的 数字 ”, ЖАШ 
ЛАРА F(x). 


解 ” 根 据 题 意 可 知 ， 随 机 变量 X 可 取 1， 2，3， 由 古典 概 型 的 计算 公式 ， 可 知 对 应 的 


概率 值 分 别 为 0.5，0.3，0.2. 


分 布 也 数 的 定义 为 F(x)= P(X<x)， 因 此 

当 x<1l 时 ,概率 P(X<x)= 0; 

当 1<x<2 时 ,概率 P(X<x)= P(X=1)=0.5; 

当 2<x<3 时 ,概率 P(X<x)= P(X=1)+P(X=2)= 0.5+0.3=0. 8; 

当 x>3 时 ， 随 机 事件 |XX<x| 为 必然 事件 ， 因 此 P(X<x)= 1， 即 
P(X<x)= P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)= 0.5+0.3+0.2=1. 


整理 可 得 XX 的 分 布 函 数 为 


线 ， 
点 ， 其 每 次 跳跃 的 高 度 正好 是 xX 在 该 取 值 点 的 概率 . 08 


OÜ. gsl 
0.5, 1<х<2, 
Е(х)= 
0.8, 2=<х<3, 
I; x=3. 
F(x) 的 图 形 如 图 2.1 所 示 ， 它 是 一 条 阶梯 形 的 曲 MF(x) 
在 和 的 三 个 可 能 取 值 1，2，3 处 有 右 连 续 的 跳跃 


从 例 1 中 的 分 布 函数 及 其 图 形 中 可 以 看 到 分 布 函 数 а 





具有 右 连 续 、 单 调 不 减 等 性 质 ， 具 体 来 说 ， 任 一 分 布 卫 一 0 一 9 一 3 к» 


数 R(x) 有 如 下 性 质 : 


0, 





(1) 对 于 任意 实数 x， 有 0<F(x) <1, lim F(x)= 图 2.1 F(x) 的 图 形 


lim Ё(ж)= 1; 


(2) F(x) 单 调 不 减 ， 即 当 x <x HJ, A F(x) SFC); 
(3) F(x) 是 x WAER RK, Blim Р(х) = F(xzo); 


(4) Р(Х<х)= Е(х ). 
ПЕНН НЕ. 
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三 、 离 散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 


设 E 是 随机 试验 ，Q2 是 相应 的 样本 空间 , X & 0 上 的 随机 变量 ， 若 蕊 的 值 域 ( 记 为 
Оу) 为 有 限 集 或 可 列 集 ， 此 时 称 式 为 (一 维 ) 离散 型 随机 变量 . 
定义 3 若 一 维 离散 型 随机 变量 奈 的 取 值 为 zx ，x,，…，x,，…， 称 相应 的 概率 
P(X=x;)=p;, і=1, 2, 
为 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 (或 分 布 列 、 概 率 函 数 ). 
一 维 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 也 可 用 下 表 来 表示 . 








是 满足 (1) ЗЕРЕ р,20, i=1，2，…;(2) 规范 性 s. = 1， 这 两 条 性 质 也 是 判别 某 一 
i=1 


数列 是 否 能 成 为 分 布 律 的 充 要 条 件 . 
例 2 设 随机 变量 X 的 分 布 律 如 下 . 





概率 0.2 0.4 0.4 


求 (1) P(X<-0.7); (2) ХЛЯБ F(x). 
解 (1) Р(Х<-0.7)=Р(Х=-1)= 0.2. 
(2) X BI RR R(x) 求解 过 程 同 例 1， 可 得 


0 ael, 


Rs х2:2. 
从 这 个 例子 中 可 知 ， 已 知 一 个 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 ， 就 可 以 求 得 其 分 布 函 数 ; 
反之 ， 若 已 知 一 个 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 ， 也 可 以 通过 如 下 过 程 求 得 其 分 布 律 
Р(Х=-1)=Р(Х<-1)=Е(-1)= 0.2, 
Р(Х=0)=Р(-1<Х<0)=Е(0)-Е(-1)= 0. 6-0. 2=0. 4, 
Р(Х=2)= Р(0<Х<2)= Е(2) -Е(0) = 1-0. 6=0. 4. 





因此 可 得 XX 的 分 布 律 如 下 . 
Х =] 0 2 
概率 0.2 0.4 0.4 


从 上 面 的 分 析 中 可 以 发 现 ， 分 布 函数 和 分 布 律 对 离散 型 随机 变量 的 取 值 规律 描述 是 等 
价 的 ， 比 较 而 言 ， 分 布 律 更 直观 、 方 便 . 
. 32 · 


第 一 节 ”随机 变量 及 其 分 布 


四 、 连 续 型 随机 变量 及 其 密度 函数 


连续 型 随机 变量 的 取 值 充满 了 数 轴 上 的 一 个 区 间 ( 或 某 几 个 区 间 的 并 ) ， 在 这 个 区 间 里 
有 无 穷 不 可 列 个 实数 ， 因 此 当 我 们 描述 连续 型 随机 变量 时 ， 用 来 描述 离散 型 随机 变量 的 分 
布 律 就 没 法 再 使 用 了 ， 而 要 改 用 概率 密度 困 数 来 表示 . 

定义 4 设 E 是 随机 试验 ，Q 是 相应 的 样本 空间 ,XX 是 QQ 上 的 随 
机 变量 ，F(x) 是 的 分 布 函 数 ， 若 存在 非 负 函数 f(x) 使 得 

Pj= | Kadt, 

MERX KAE) 连续 型 随机 变量 , /(х) A X RE) 密度 函数 ， 
满足 (1) 非 负 性 (x) >0，-% асое; (2) 规范 性 f(x)dx=1. 

概率 密度 函数 /sx ) 与 分 布 函数 P(x) 之 间 的 关系 如 图 2.2 所 示 ，F(x)= РОХ) НЕ 
是 f(x) 在 区 间 (-w ，x] 上 的 积分 ， 也 即 是 图 中 阴影 部 分 的 面积 











图 2.2 f(x) 与 F(x) 的 几何 关系 


连续 型 随机 变量 具有 下 列 性 质 : 

(1) 分 布 函数 R(x) 是 连续 函数 ,在 f(x) 的 连续 点 处 ,F(x)=f(x%); 

(2) 对 任意 一 个 常数 c，-o <c<+w , Р(Х=с)= 0， 所 以 ,在 事件 ia<X<6b| 中 剔除 
X=a 或 剔除 X=， 都 不 影响 概率 的 大 小 ， 即 

P(a<X=<b)= P(a<X<b)= Р(а=Х<Ь)= Р( а<Х<Ь). 

需 注 意 的 是 ， 这 个 性 质 对 离散 型 随机 变量 是 不 成 立 的 ， 恰 恰 相 反 ， 离 散 型 随机 变量 计 
算 的 就 是 “点 点 概率 ”. 

此 外 ， 这 一 性 质 还 能 帮助 我 们 判断 一 个 非 离 散 型 随机 变量 是 否 是 连续 型 随机 变量 . 如 
果 一 个 非 离散 型 随机 变量 不 存在 离散 的 点 ， 它 的 概率 不 为 0， 则 该 随机 变量 为 连续 型 随机 
变量 . 

(3) 对 任意 的 两 个 常数 a, b, Р(а<х«)= | ух). 

例 3 设 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 为 

_ 3⁄2, O<x<1, 
rozl 其 他 . 
Ж (1) Р(|Х|<0.5); (2) ХАРА F(x). 
解 (1)P(|X|<0.5)= P(-0.5<X<0.5)= f э2ах=о. 125. 
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0, х<0, Бо) | 


х 1 
2 ы, . 
(2)F(x)= fiai а =x °, О&х<1, | 


1 
| 3x2dx =1, х>1. 
0 


1 - 


显然 ， 不 难 求 出 F(x) 的 导数 即 为 x 的 密度 函数 . К(х) 0 ! 
的 图 形 如 图 2. 3 所 示 ， 它 是 一 条 连续 的 曲线 ， 同 时 它 也 满足 图 2.3 F(x) 的 图 形 
F(x) 的 所 有 性 质 . 





= 





习题 2-1 
1. 试 确定 常数 c， 使 得 下 列 函 数 成 为 某 个 随机 变量 X 的 分 布 律 ， 
(1) Р(Х=к)= ck. К=1, +з, п; 


k 
(2) Р(Х=ЕЮ)=®-, k=1, 2, =, HP A>0. 
2. 试 确定 常数 c, 使 P(X=i)= (i=0， 1，2，3) 成 为 某 个 随机 变量 X 的 分 布 律 ， 并 求 : 


(1) P(X>2); (2) Е 3; (3) X WRX Р(х). 


3. 一 口袋 中 有 5 个 球 ， 在 这 5 个 球 上 分 别 标 有 数字 1，2，3，4 和 5. МА 
任 取 3 AER, 设 各 个 球 被 取 到 的 可 能 性 相同 , 求 取得 的 球 上 标明 的 最 小 数字 X 的 分 布 律 与 
分 布 函数 . 

4. 已 知 随机 变量 的 分 布 律 如 下 . 试 求 一 元 二 次 方程 32+2Xt+(X+1)= 0 有 实数 根 的 
概率. 








概率 0.2 0.1 0.3 0.1 0.2 0.1 


5. ВВЕ X ВЛ РЁ У 
Е Q x<0, 
ján Ba ltr)”, 0220, 
KX WARKA, HIA P(X<1) M P( X>2). 
6. 已 知 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 





0, х<=1, 
F(x)= 4a+barcsinx, —1<х<1, 
} х221. 


(1) а, БИДЕ Р(х) 为 连续 函数 ? 
(2) жР(|х1<): 


(3) 求 X 的 密度 函数 . 
394. 
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7. 设 随机 变量 的 密度 函数 为 
Дый | 


сх, 0<x<1， 


0, 其他. 
求 (1) 常数 。 的 值 ; (2) p(-1<x<7); (3) ХУЖЕ F(x). 
8. 设 随机 变量 的 密度 函数 为 
25, О<х<а, а>0, 


rol 其 他 . 
求 (1) 常数 a 的 值 ; (2) Р(-1<Х<2). 
9 已 知 随机 变量 X 的 密度 函数 为 


1 
f(x)= ri =œ <X<+oo . 


求 (1) Р(0<Х<1); (2) 的 分 布 函 数 . 
10. 设 某 种 晶体 管 的 寿命 (单位 : 小时) 是 一 个 随机 变量 X， 它 的 密度 函数 为 
дә=[ i х>100, 
0, 其 他 . 
(1) 试 求 该 种 晶体 管 不 能 工作 150 小 时 的 概率 ; 
(2) 一 台 仪器 中 装 有 4 只 此 种 晶体 管 ， 试 求 该 仪器 工作 150 小 时 后 至 少 有 一 只 失效 的 
概率 (假定 这 四 只 晶体 管 是 否 失效 是 互 不 影响 的 ). 
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一 、 二 项 分 布 


设 对 一 随机 试验 天， 只 关心 某 一 事件 4 发 生还 是 不 发 生 ， 即 该 随 
机 试验 只 有 两 种 可 能 的 试验 结果 : 4 和 4， 则 称 这 样 的 随机 试验 叫 伯 
FI (Bernoulli) 试验 . 设 事件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 P(4)=P(0< 
p<1), W P(4)= 1-р. 将 该 随机 试验 独立 重复 地 进行 n 次 ,独立 是 指 
各 次 试验 的 结果 互 不 影响 ,重复 是 指 在 每 次 试验 中 P(A)= p 保持 不 
变 ， 则 称 这 n 次 独立 重复 试验 叫 п 重 伯 努 利 试验 . 

记 随 机 变量 X 表示 在 n 重 伯 努 利 试验 中 4 事件 发 生 的 次 数 ， 可 知 了 的 所 有 可 能 取 值 为 
0，1，2，…, n， 由 于 各 试验 是 相互 独立 的 ， 在 n 次 中 特定 的 次 4 事件 发 生 ， 在 其 他 的 
n-k W A 事件 不 发 生 的 概率 为 





CT 
同时 在 序号 1 到 中 挑选 个 的 不 同方 法 共有 [| 种 因此 ， 在 重 伯 努 利 试验 中 4 事件 发 
Eki, АХ KERA 
рохе = (ta, Qasi. Бей. 1. +. 


TE 
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称 随机 变量 X 服 从 参数 为 n，p 的 二 项 分 布 ， 记 为 X~B(n, р). 


P(X=k)=0, Е=0, 1, =>, n. 
n n n 
Y P(X=k)= | J» (1-p)"*=(p+1-p)"=1. 
k=0 k=0 k 


满足 离散 型 随机 变量 分 布 律 的 非 负 性 和 规范 性 . 此 外 ， ЯХ 1-p)"* 正 好 是 二 项 式 (p+1- 


р)" 的 展开 式 中 出 现 p* 的 那 一 项 ， 故 三 项 分 布 由 此 得 名 . 
特别 地 ， 当 n=1 时 , X-B(1, p), BB 


ро) (1-р) * =рё(1-р)1*, 0<р<1, k=0, 1. 
即 相 应 的 分 布 律 为 


Х 0 1 
概率 1-р р 





表示 随机 变量 只 取 两 个 值 ， 分 别 为 0 和 1， 故 又 可 称 随 机 变量 XX 服从 参数 为 p(0<p<1) 
的 0-1 分 布 (或 两 点 分 布 ). 

二 项 分 布 是 一 种 常用 的 离散 型 分 布 ， 例 如 

(1) 相互 独立 抛掷 一 枚 均匀 的 骨 子 10 次 ， 出 现 1 点 的 次 数 x-B(10, =); 

(2) Wu EG k EA МАЕ ЖЯ Z WE, 在 7 ы], PFR ES X ~ 
В (7, 0.5); 

(3) 一 座 大 厦 有 相互 独立 运作 的 同型 号 电梯 4 部 ， 某 一 时 刻 能 运行 的 电梯 数 X~ 有 (4， 
р), EP p 为 每 部 电梯 能 正常 运行 的 概率 . 

例 1 某 人 向 同一 目标 重复 独立 射击 5 次 ， 每 次 命中 目标 的 概率 为 0.8, 求 (1) 此 人 
能 命中 3 次 的 概率 ; (2) 此 人 至 少 命中 2 次 的 概率 . 

解 设 久 表示 在 5 次 重复 独立 射击 中 命中 的 次 数 ， 则 X~B(5，0. 8). 


5 
(1) P(x=3)= (5) . 0. 8° . 0. 22 =0. 2048; 


(2) Р(Х>2)= 1-Р(Х<2)= 1-Р(Х=0)-Р(Х=1)= 1-0. >|) . 0.8 > 0. 2 =0. 99328. 


例 2 某 课程 有 两 种 不 同 的 考核 方式 . 第 一 种 ,学生 在 一 学 期 内 要 参加 4 次 相互 独立 
的 小 测验 ， 每 次 测验 的 及 格 率 为 0.8，4 次 中 至 少 要 有 3 次 及 格 ， 考 核 才 能 通过 . 第 二 种 ， 
学 生 只 需 在 学 期 末 参 加 1 次 期 末 考 试 ， 考 核 通过 率 也 为 0.8， 试 问 哪 种 考核 方式 更 受到 学 
生 的 青睐 . 

解 ” 记 随机 变量 表示 第 一 种 考核 方式 中 4 次 小 测验 及 格 的 次 数 ， 则 X~B(4，0. 8). 


4 
Р(Х23)= P(X=3)+P(X=4)= Ú) | 0. 82 - 0. 2+0. 84 三 0. 8192. 


显然 ， 由 于 第 一 种 考核 方式 的 通过 率 超过 了 第 二 种 方式 ， 故 第 一 种 考核 方式 更 受到 学 生 的 
. 36 < 
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在 这 个 例子 中 ,4 次 小 测验 ， 虽然 每 次 小 测验 内 容 都 不 同 ,但 由 于 每 次 的 及 格 率 都 为 
0.8， 故 可 以 看 成 是 “重复 ”试验 . 


例 3 设 随机 变量 X~B(2, р), Ү-В(4, р), PPSD, Ж Р(Ү21). 


解 因 X~B(2, р), Р(Х>1)=-у=эР(Х=0)= ( 1-p)2= 了 =p= 二 ， 
2 


故 P(Y>1)=1-P(Y=0)=1-[3] 


*_65 
-al 


二 、 泊 松 分 布 


泊 松 分 布 是 1837 年 由 法 国 数学 家 泊 松 (Poisson，1781 年 一 1840 年 ) 首 次 提出 的 . 设 随 
机 变量 和 的 取 值 为 0，1，2，.…, mn，…， 相 应 的 分 布 律 为 


А" 
Р(Х=к)= тте", ASO, &=0, Ú. 2, mn W. - 


称 随机 变量 和 服从 参数 为 人 的 泊 松 分 布 ， 记 为 X~P(A). 
泊 松 分 布 也 是 一 种 常用 的 离散 型 分 布 ， 它 常常 与 计数 过 程 相 联 系 ， 例 如 : 
(1) 某 一 时 段 内 某 网 站 的 点 击 量 ; 
(2) 早 高 峰 时 间 段 内 驶 入 高 架 道 路 的 车 辆 数 ; 
(3) 一 本 书 上 的 印刷 错误 数 . 
例 4 设 随机 变量 有 分 布 律 PCX= 有 = 全 (k=0， 1，2，…),， 求 ec 的 值 ， 并 求解 
Р(Х), 
解 根据 分 布 律 的 定义 有 Y 
事实 上 ， 不 难看 出 X~P(3) ВИ с=ег?. 
P(X<2)= P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) 
з 39 67.37 e og a 
= 0! + 1! = 2! = 2 Era 
例 5 已 知 一 购物 网 站 每 周 销售 的 某 款 手 表 的 数量 式 服 从 参数 为 6 ANARA. 问 周 
初 至 少 预备 多 少 货源 才能 保证 该 周 不 脱销 的 概率 不 小 于 0. 9. 假定 上 周 没 有 库存 ， 且 本 周 
不 再 进货 . 
解 ” 设 该 款 手表 每 周 的 需求 量 为 X， 则 有 ~P(6); 设 至 少 需 要 进 nn 块 该 款 手 表 , F 
能 满足 不 脱销 的 概率 不 小 于 0.9， 即 要 满足 
st 
P(X<n-1)<0.9. 


= 1 一 c = e `. 








解 得 
P(X<8)= 0. 847237, Р(Х<9)= 0. 916076. 
„Эй + 
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所 以 周 初 预备 9 块 时 ， 才 能 保证 该 周 不 脱销 的 概率 不 小 于 0. 9. 

泊 松 分 布 还 有 一 个 非常 有 用 的 性 质 ， 即 它 可 以 作为 二 项 分 布 的 一 种 近似 ， 在 二 项 分 布 
计算 中 ， 当 nn 较 大 时 ,计算 结果 非常 不 理想 ， 如 果 p 较 小 而 np= 和 A 适中 时 ， 我 们 常用 泊 松 
分 布 的 概率 值 近似 取代 二 项 分 布 的 概率 值 ， 因 为 我 们 有 如 下 的 定理 . 

定理 ( 泊 松 定理 ) ”在 nn 重 伯 努 利 试验 中 ， 记 4 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 pn, 
如 果 当 n 一 +w 时 ， 有 np, 一 和 (>0)， 则 


Has a ТЕТЕ i = 
[ма Pn) "л 


A, 
“证 明 inp =À, I p, ==, 故 


A _ Do 人] [ A” 
но Py) was A hl yp: 


对 固定 的 大 有 


所 以 ， 结论 成 立 ， 即 
аа. Н" 
im (и p.) r i 


对 任意 的 54=0，1，2，…) 都 成 立 . 

#16 设 某 保险 公司 的 某 人 寿 保险 险种 有 1000 人 投保 ， 每 个 投保 人 在 一 年 内 死亡 的 概 
率 为 0.005， 且 每 个 人 在 一 年 内 是 否 死 亡 是 相互 独立 的 ， 试 求 在 未 来 一 年 中 这 1000 个 投保 
人 中 死亡 人 数 不 超 过 10 人 的 概率 . 

解 ” 设 在 未 来 一 年 中 这 1000 个 投保 人 中 死亡 人 数 为 X， 则 有 和 X~B(1000，0.005) ， 要 求 


10 1000 
P(X<10)= | 4 Jo. oost 0.995100, 


k=0 


这 个 概率 的 计算 量 很 大 ， 由 于 ”= 1000 较 大 ,p=0.005 较 小 ， 且 和 =np=5， 所 以 用 泊 
10 天 
松 分 布 近似 得 为 P(X<10)=》， 92-20. 986305. 
k=0 ` 
三 、 超 几何 分 布 


设 有 NN 件 产品 ， 其 中 有 MM(M<N) 件 是 不 合格 品 , 若 从 中 不 放 回 地 抽取 п( л < N) ff, 
a 
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设 其 中 含有 的 不 合格 品 的 件数 为 X， 则 XX 的 分 布 律 为 

Ме 

k n-k 
8 

К X ЇЙ 0 N. M 和 的 超 几 何 分 布 ， 记 为 X~H(N,，M, п), HPN, MA n 均 为 


正 整数 . 
若 将 不 放 回 抽样 改 成 有 放 回 抽样 ， 那 么 ， 这 个 模型 就 是 n 重 伯 努 利 试验 ， 即 п 件 被 抽 


杜 的 产品 中 含有 的 不 合格 品 的 件数 ~B(n，p) ,其 中 p= 全 ， 可 以 证 明 ; 当 M=Mp 时 ,有 
Н ач 
k n—k n 
мр ШӨ" 


n 


P(X=k)= ‚ k=max(0, п+М-№), =+, min(n, М). 


即 在 实际 应 用 中 ， 当 <N 时 ， 即 抽取 个 数 n 和 远 小 于 产品 总 数 N 时 ， 每 次 抽取 后 ， 总 
体 中 的 不 合格 品 率 p= 字 改变 很 微小 ， 所 以 不 放 回 抽样 可 以 近似 地 看 成 有 放 回 抽样 ， 这 时 
超 几 何 分 布 可 用 二 项 分 布 近 似 . 


四 、 几 何 分 布 与 负 二 项 分 布 


1. 几何 分 布 
在 伯 努 利 试验 中 ， 记 每 次 试验 中 4 事件 发 生 的 概率 Р(А) = р(0<р<1), ВЕ X K 
示 4 事件 首次 出 现时 已 经 试验 的 次 数 ， 则 的 取 值 为 1，2，…，n，,，…， 相 应 的 分 布 律 为 
P(X=k)=p (1-p)*!, 0<р<1, k=1, 2, +з, n, =. 
称 随机 变量 和 服从 参数 为 的 几何 分 布 ， 记 为 X~ Ge(p). 
几何 分 布 也 是 一 种 常用 的 离散 型 分 布 ， 例 如 : 
(1) 拖 据 一 枚 均匀 的 般 子 ， 首 次 出 现 6 ано ВИС Се) з 
(2) 投篮 首次 命中 时 投篮 的 次 数 X~ Се(р), р 为 每 次 投篮 时 的 命中 率 ; 
(3) 任课 教师 每 次 上 课 随机 抽取 10% 的 学 生 签到 ， 某 位 学 生 首次 被 老师 要 求 签到 时 已 
经 开课 次 数 X~ Ce(0.1). 
例 7 设 和 ~Ge(p)， 则 对 任意 正 整 数 m Жп, 证明 
Р( Х>т+п | X>m)= P(X>n). 
证 明 可 以 解 得 P(X>n)= y (1 ya P СЕР 
i=n+l 1=(1-р) 
Р(Х>т+п) (i-p)? 
P(X>m)  (1-р)" 
这 个 例题 说 明 ， 几 何 分 布 具 有 无 记忆 性 的 性 质 ， 即 这 个 条 件 概 率 值 只 与 六 AX, 5 m 无 关 . 
. 39 А 





= (1-р)". 





故 Р(Х>т+п | Х>т) = =(1-р)"=Р(Х>п). 
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2. 负 二 项 分 布 
负 二 项 分 布 是 几何 分 布 的 一 个 延伸 . 在 伯 努 利 试验 中 ,， 记 每 次 试验 中 4 事件 发 生 的 概 
率 P(4)=p(0<p<1)， 设 随机 变量 怀表 示 4 事件 第 r 次 出 现时 已 经 试验 的 次 数 ， 则 的 取 
值 为 r，r+1，…，r+n，…， 相 应 的 分 布 律 为 
k-1 
PCGx=D=| 
7 一 ] 
称 随机 变量 服从 参数 为 r，p 的 负 二 项 分 布 ， 记 为 ~NB(r, р). 其 中 当 r=1 时 ， 即 为 几 
何 分 布 . 


y (1-р), 0<р<1, рет, 7+1, ©, г+п, 


М 


题 2-2 


1. 从 一 批 含 有 10 件 正 品 及 3 件 次 品 的 产品 中 一 件 一 件 地 抽取 . 设 每 次 抽取 时 ， 各 件 
产品 被 抽 到 的 可 能 性 相等 . 在 下 列 3 种 情形 下 ， 分 别 求 出 直到 取得 正品 为 止 所 需 次 数 碟 的 
分 布 律 . 

(1) 每 次 取出 的 产品 立即 放 回 这 批 产 品 中 再 取 下 一 件 产品 ; 

(2) 每 次 取出 的 产品 都 不 放 回 这 批 产品 中 ; 

(3) 每 次 取出 一 件 产 品 后 总 是 放 回 一 件 正品 . 

2. 设 随机 变量 XX~B(n, р), 已 知 P(X=1)= P(X=n-1). 求 p 与 P(X=2) 的 值 . 

3. 设 在 3 次 相互 独立 试验 中 ,事件 4 出 现 的 概率 相等 ， 若 已 知 4 至 少 出 现 1 次 的 概率 


等 于 号 ， 求 事件 4 在 1 次 试验 中 出 现 的 概率 值 . 


4. 从 学 校 乘 汽车 到 火车 站 的 途中 有 4 个 十 字 路 口 ， 假 设 在 各 个 十 字 路 口 遇 到 红 灯 的 事 
件 是 相互 独立 的 ， 并 且 概 率 都 是 0.4， 设 不 为 途中 遇 到 红 灯 的 次 数 ， 求 随机 变量 了 的 分 布 
律 和 分 布 函数 . 

5. 一 张 试卷 印 有 10 道 题 目 ， 每 个 题目 都 为 4 个 选项 的 选择 题 ，4 个 选项 中 只 有 1 项 
是 正确 的 . 假设 某 位 学 生 在 做 每 道 题 时 都 是 随机 的 选择 ， 求 该 位 学 生 1 题 都 不 对 的 概率 以 
及 至 少 答对 6 题 以 上 的 概率 . 

6. 某 地 在 任何 长 为 1( 周 ) 的 时 间 内 发 生地 震 的 次 数 N(1) ~P), Ж 

(1) 相 邻 两 周 内 至 少 发 生 3 次 地 震 的 概率 ; 

(2) 在 连续 8 周 内 无 地 震 的 情形 下 ， 在 未 来 8 周 中 仍 无 地 震 的 概率 . 

7. 某 工厂 有 600 台 车 床 ， 已 知 每 台 车 床 发 生 故 障 的 概率 为 0. 005. 

(1) 如 果 该 厂 安排 4 名 维修 工人 ， 求 车 床 发 生 故 障 后 都 能 得 到 及 时 维修 的 概率 (假定 每 
台 车 床 只 需 1 名 维修 工人 ) ; 

(2) 该 三 至 少 应 配备 多 少 名 维修 工人 ， 才 能 使 车 床 发 生 故 障 后 都 能 得 到 及 时 维修 的 概 
率 不 小 于 0. 96? 

8. 据 统计 某 地 区 想 报 名 参加 一 年 一 度 的 城市 马拉松 赛 的 长 跑 爱 好 者 共有 10000 名 ,其 
中 女性 4000 名 ,但 只 有 2000 名 的 名 额 . 现 从 中 随机 抽取 2000 名 参加 比赛 ， 求 参赛 者 中 女 
性 数 碟 的 分 布 律 . 
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9. 某 人 投篮 命中 率 为 40%. 假定 各 次 投篮 是 否 命中 相互 独立 . 设 廊 表示 他 首次 投 中 时 
累计 已 投篮 的 次 数 . Ж X 的 分 布 律 ， 并 由 此 计算 式 取 偶数 的 概率 . 

10. 设 某 射手 射击 的 命中 率 为 0.6， 他 击 中 目标 12 次 便 停止 射击 . 以 表示 相应 的 射 
击 次 数 ， 求 的 分 布 律 . 
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一 、 均 匀 分 布 
设 荆 为 随机 变量 ,， 对 任意 的 两 个 实数 a,，b(a<b)， 概 率 密 度 函 数 ( 见 图 2.4(a) ) 为 
1 
Na гей, a<x<b, 
0 其他. 


则 称 随 机 变量 XX 服从 区 间 (a,， b) 上 的 均匀 分 布 ， 记 为 X~U(a，D). 
# X-U(a, b), ， 则 相应 的 分 布 函 数 ( 见 图 2.4(b) ) 为 


0, WK 
F(x)= е. a<x<b, 
b-a 
村 x>b. 
2 MR c+d 1 d 
由 此 得 到 , Æ Х-Ш(а, b), а<с<с+а<Ь, WI P(c<X<c+d)= | mea 这 个 结 
ë -a -qQ 


论说 明 ， 均 匀 分 布 的 随机 变量 X， 在 其 取 值 范围 (a, 5b) 中 的 任何 子 区 间 取 值 的 概率 仪 与 该 
KEKE d 有 关 而 与 区 间 的 位 置 c 无 关 . 


fæ) F(x) 


1 








0 Р Б x 0 a ; x 
(a) 均匀 分 布 密度 图 数 /0) (b) 均匀 分 布 分 布 函 数 F(x) 
图 2.4 均匀 分 布 密度 函数 和 分 布 函数 





11 设 随机 变量 X~U(-1,4), 求 (1) 事 件 | |X|<2| 的 概率 ; (2) 了 表示 对 民 作 3 次 
相互 独立 重复 观测 中 事件 | |X|<21 出 现 的 次 数 ， 求 P(Y=2). 
Е (1) 根 据 题 意 ，X 的 概率 密度 函数 为 
д —1<х<4, 
f(x)=15 
0, 其 他 . 
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| е аа 
所 以 P( |X|<2)= Р(-1<Х<2)= s=. 


(2) УФУ ХЕЗ 次 相互 独立 重复 观测 中 事件 | |X|<2] 出 现 的 次 数 ， 故 了 ~ 


- ру aT 2.234 
віз, Е) пы р‹ү=з)= [28 5 125 


二 、 指 数 分 布 
设 X 为 随机 变量 ,概率 密度 函数 ( 见 图 2.5(a) ) 为 
K е вэ, a 
ш ЫЕ T 


则 称 随 机 变量 蕊 服从 参数 为 人 的 指数 分 布 ， 记 为 X~E(A). 
若 ~E(A)， 则 相应 的 分 布 函 数 ( 见 图 2.5(b) ) 为 
0, х<0, 
ғо) |. 


—e z х:>0. 


H k48 39], Ф Х-Е(А), 0<a<b, W Р(а<Х<Ь)= F(b)-F(a)=eaÀ_-eMb 


Јо) F(x) 





м! 


0 


Са) 指数 分 布 密度 函数 fx) (b) 指数 分 布 分 布 函 数 F(x) 
图 2.5 指数 分 布 密度 函数 和 分 布 函数 


服从 指数 分 布 的 随机 变量 只 能 取 非 负 实数 ， 它 常 被 用 作 各 种 “寿命 ”分布 ， 如 电子 元 件 
的 寿命 、 随 机 服务 系统 中 的 服务 时 间 等 都 可 以 假定 服从 指数 分 布 . 指数 分 布 在 可 靠 性 与 排 
队 论 中 有 着 广泛 的 应 用 . 同样 ， 指 数 分 布 同 几 何 分 布 相 似 ， 也 具有 无 记忆 性 ， 见 下 例 . 

例 2 设 随机 变量 X~E( 和 A)， 则 对 任意 实数 ;，t>0， 证 明 

P(X>s+t | X>s)= P( X>t). 

证 明 可 以 解 得 P(X>t)= 1-Е(ї)= e M. 

P(X>stt) е9 
Р(Х>ѕ) е 
即 该 条 件 概率 值 只 与 持续 时 间 长 度 : 有关 ， 与 起 点 s 无 关 . 





故 P(X>s+t | X>s)= == Р(( Хэр), 





三 、 正 态 分 布 
设 邯 为 随机 变量 ， 概 率 密度 函数 为 


] (х-н)? 
Кх) = 


е 22 , -%0 <х<+о , 
М/2т т 
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则 称 随 机 变量 和 服从 参数 为 w(-o <и<+® ) 和 o?(o>0) 的 正 态 分 布 ， 记 为 X~N(n，o?). 
车 了 ~N(4，o”)， 则 相应 的 分 布 函 数 为 
х 1 и-н)? 
Е = е 202 
ч | Ото 
它 是 一 条 光滑 上 升 的 S 形 曲 线 . 


正 态 分 布 密度 函数 和 分 布 也 数 如 图 2. 6 所 示 . 
) Д) ' F(x) 








] 
ип 
2 


2 











0 
Са) 正 态 分 布 密度 函数 f(x) (b) 正 态 分 布 分 布 函 数 FA(x) 
图 2.6 正 态 分 布 密度 函数 和 分 布 函 数 


正 态 分 布 是 概率 统计 中 最 重要 的 一 种 分 布 ， 是 高 斯 (Gauss，1777 年 一 1855 年 ) 在 研究 
误差 理论 时 首先 用 正 态 分 布 来 刻画 误差 的 分 布 ， 所 以 正 态 分 布 又 称 为 高 斯 分 布 ， 其 概率 密 
ERR C) HENRIK 2. 6(a) 所 示 ， 有 如 下 性 质 : 

(1) 正 态 分 布 密度 函数 曲线 是 一 条 对 称 的 倒 钟 形 曲线 ， 中 间 高 ， 两 边 低 ， 左 右 关 于 直 
线 x= 几 对 称 ; 


(2) а= 时, f(x) 取 最 大 值 一 





， 而 这 个 值 随 o 增 大 而 减 小 ; 


2лт с 
(3) Мж о, WE и 的 值 ， 则 曲线 沿 x 轴 平 移 ， 但 不 改变 其 形状 ， 所 以 参数 人 又 称 为 
位 置 参数 . 如 图 2.7(a) 所 示 ; 
(4) 固定 多， 改变 o 的 值 ， 则 曲线 的 位 置 不 变 ， 但 随 着 o 的 值 越 小 ， 曲 线 越 陡峭 ， 所 
以 参数 с 又 称 为 尺度 参数 ， 如 图 2.7(b ) 所 示 . 


Хх) 











x 
о 


0 Д и H 
(a) o|#|2E, ale (b) kX 固定 ，o 值 改变 
图 2.7 参数 改变 时 的 正 态 分 布 密度 函数 


特别 地 ， 当 =0,，o=1 时 ， 相 应 的 正 态 分 布 称 为 标准 正 态 分 布 ， 记 为 X~N(0，1). 
其 概率 密度 函数 和 分 布 函数 分 别 为 


Д\к)= ера), 一 o <х<+% 


1 
м 21 i 
e zas) E AELA 


Е(х)= | 


x 
一 名 
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当 x 宇 0 时， 附录 3 给 出 了 标准 正 态 分 布 的 分 布 函数 B(x) 的 值 ， 利 用 标准 正 态 分 布 的 
概率 密度 函数 g(x) 是 偶 函 数 的 性 质 可 知 ， 当 x<0 时， 有 B(x)= 1-G(-x) ， 因 此 对 任意 的 
两 个 实数 a,，b(a<b)， 有 

Р(а<Х<Ь)= Ф(Ь)-Ф(а). 

例 3 设 随机 变量 X~N(0，1)， 借助 于 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 表 ， 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) P(X<1.22)= Ф(1. 22)= 0.8888; 

(2) Р(Х>1.22)= 1-Р(Х<1. 22)= 1-Ф(1. 22) = 1-0. 8888=0. 1112; 

(3) Р(Х&-1.22)= Ф(-1.22)= 1-Ф(1. 22) = 1-0. 8888 =0. 1112; 

(4) Р(-1<Х<1. 22)= Ф(1. 22) -Ф(-1)= Ф(1.22)-[1-Ф(1)] 

= 0. 8888-[ 1-0. 8413] =0. 7301; 
(5) Р(|Х|<1. 22)= Р(-1.22<Х<1. 22)= Ф(1.22)-Ф(-1.22) 
= Ф(1. 22) -[1-Ф(1. 22) ] =0. 8888-[ 1-0. 8888] =0. 7776. 
З: ВЕКЕ X< N(a, 02), ， 对 任意 的 两 个 实数 ec，p(a<b) A 
Р(а<Х<Ь)= «(== -o(#). 


G 


事实 上 ， 我 们 有 如 下 和 定理， 
定理 ” 设 随机 变量 X~ N(w，e2) ， 则 -之 -N(0， 1 $, 


该 定理 的 证 明 在 第 二 章 第 四 节 中 定理 2 给 出 . 
а 设 随机 变量 X~N(1，4)， 借助 于 标准 正 态 分 布 的 分 布 函数 表 ， 求 下 列 事件 的 概率 ， 
(1) Р(Х=3)= 的 =0. 8413; 


(2) P(X>3)= I-P( X<3)= 1251) = 1-0. 8413 = 0. 1587; 


(3) рох -3)= (2321) =1-Ф(2)= 1-0. 9772= 0. 0228; 


(4) Р(-1<Х<3у= Ф851) -0(272)020-11-21 
| =0. 8413-[ 1-0. 8413 ] =0. 6826; 
(5) Р( х\|зу=РС-3<Х<з)= |21) -Ф[ =!) 
=Ф(1)-[1-Ф(2) ] =0.8413-[1-0. 9772] 
=0. 8185. 
例 5 设 随机 变量 X~N(0，1) ，e 为何 值 时 才能 满足 Р(Х<с)= 0.95? 
解 ” 由 题 意 知 ，P(X<c)= Ф(с) = 0.95， 从 附录 4 可 以 查 出 Ф(1.645)= 0.95， 所 以 
c= 1. 645. 
一 般 地 ， 当 X~N(0，1) 时 ， 满 足 概 率 表达 式 P(X<u )= a 的 wu 称 为 标准 正 态 分 布 的 
о 分 位 数 ， 如 图 2. 8 所 示 ， 分 位 数 在 统计 中 被 大 量 使 用 . 在 附录 4 中 给 出 了 常用 的 一 些 a 
取 值 时 对 应 的 u, 的 值 . 
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ф(х) 





2 


Ua x 


2.8 N(0, 1) а 分 位 数 u, 的 几何 解释 








例 6 某 学 校规 定 划分 考生 成 绩 的 等 级 方法 如 下 : 考试 成 绩 的 实际 考分 在 前 10% 的 为 A 
等 ， 考 分 在 前 10% 以 后 但 在 前 50% 的 为 B 等 ， 考 分 在 前 50% 以 后 但 在 前 90% 的 为 C 等 ， 考 
分 在 后 10% 的 为 D 等 . 某 次 期 末 考 试 中 ， 考 生 的 成 绩 钱 服从 正 态 分 布 М(и, °), AWA 
可 知 久 =73，o?=144， 求 这 次 期 末 考 试 等 级 划分 的 具体 分 数 线 ( 结果 四 舍 五 人， 取 整 数 ). 
解 ” 由 题 意 可 知 X~N(73，144) ， 则 


2) 
Р(Х2а)= 1-Р(Х<а)= 1-22) =0.1. 





i 
所 以 =uo9=1.282， В] a= 88. 384 ~ 88. 





x Р( Х>Ь)= 1 -ol 2)- 0.5. 





0-73 
所 以 12 =шу5=0, ИП Ь=73. 





又 рохо) [S 


73 
=0.1. 
z) 


=ш,у=-шуо=-—1. 282, B| с= 57. 616*=58. 





613 
所 以 12 


综 上 所 求 可 知 ， 在 此 次 考试 中 ， 分 数 在 88 以 上 的 为 等 级 A; 分 数 在 73~ 88 的 为 等 级 
В; 分数 在 58-73 的 为 等 级 C; 分 数 在 58 以 下 的 ， 为 等 级 D. 


习题 2-3 


1. 设 随机 变量 X 在 区 间 (1，6) 上 服从 均匀 分 布 , 求 方程 +Xi+1=0 有 实 根 的 概率 . 
2. 以 随机 变量 表示 某 游乐 园 内 一 主题 商店 从 早晨 开园 起 直到 第 一 个 游客 到 达 的 等 
待 时 间 ( 单 位 : 分 钟 ) , 的 分 布 函 数 为 
0, х<0, 
Fy(%)= 多 06, 


x 三 0. 


求 (1)P( 等 待 时 间 至 多 3 分 钟 ); (2) P( 等 待 时 间 至 少 4 分 钟 ); (3) P( 等待 时 间 3 
分 钟 到 4 分 钟 ); (4) P( 等待 时 间 恰 好 2.5 分 钟 ); (5) 了 的 概率 密度 函数 . 


3. 设 某 类 手机 通用 充电 宝 的 充电 时 间 X- 2, Jwan, JMD. 
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(1) 任 取 一 块 这 类 充电 宝 ， 求 7 小 时 之 内 能 完成 充电 的 概率 ; 

(2) 某 一 该 类 充电 宝 ， 已 经 充电 3 小 时 ， 求 能 在 7 小 时 内 完成 充电 的 概率 . 

4. 设 随机 变量 了 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ，a УНН КРА, 求 P(Y<atl | Y>a). 

5. 设 随 机 变量 的 密度 函数 为 f(x)= Де, оо <x<+% ， 斌 利用 正 态 分 布 的 密度 函 
数 性 质 求 未 知 参 数 4 的 数值 . 

6. 设 随 机 变量 服从 N(0，1)， 借助 于 标准 正 态 分 布 的 分 布 函数 表 计 算 : 

(1)Р(Х<3. 17); (2)Р(Х>2.7); (3)P(X<-0.78); (4)P( |X|>2.5). 

7. 设 随机 变量 并 服从 NWC0，1) ， 将 常数 c 表示 成 分 位 数 的 形式 ， 并 借助 于 标准 正 态 分 
布 的 分 位 数 表 求 出 常数 с МИН: 

(1) P(X<c)=0.9; (2) Р(Х>с)= 0.9; (3)P( |Х |<с)= 0.9. 

8. 设 随机 变量 式 服 从 N(-1, 16), ED TEREESI A ТИН РА САТЕ: 

(1)Р(Х<3); (2)Р(Х>-3); (3)Р(Х<-5); (4)Р(-5<Х<2); (5)Р(|Х|<2); 

(6) 确 定 a 使 得 P(X<a)= 0. 95. 

9. Er X ,, Х„, X, 是 三 个 随机 变量 , B X, =N(0, 1), X, =N(0, 22), X, =N(0, 
32), р=Р(-2<Х,<2), j=1, 2, 3, МЕН: ру>р>рз. 

10. 设 某 人 上 班 所 需 时 间 和 服从 正 态 分 布 W(50，100) (单位 : 分钟) 且 8 点 上 班 . 
(1) 求 他 能 在 一 小 时 内 到 达 工 作 单 位 的 概率 ; (2) 已 知 该 人 早上 7 点 从 家 出 发 ， 现 在 是 7 
点 30 分 , 求 他 8 点 能 到 达 工 作 单位 的 概率 ; (3) 一 周 5 个 工作 日 ， 他 每 天 早上 7 点 从 家 出 
发 ， 求 一 周 内 都 不 迟到 的 概率 . 
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设 X 是 一 随机 变量 ，g(x) 是 一 个 已 知 函 数 ， 那 么 Y=g(X) 是 随机 变量 X 的 函数 ， 它 也 是 
一 个 随机 变量 ， 下 面 分 别 在 为 离散 型 、 连 续 型 两 种 情形 下 给 出 新 的 随机 变量 了 的 分 布 . 


、 离 散 型 随机 变量 函数 的 分 布 


设 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 为 


Х Xi xo эе x; 


概率 








则 Y=g(X) 的 分 布 律 为 


Y=g(X) g(x) ЕЕ g(x) 
概率 n а р, 





但 要 注意 的 是 ,与 g(x; ) 取 相同 值 对 应 的 那些 概率 应 合并 相 加 . 
例 1 设 离 散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


X =2 =d 0 2 
概率 | 
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求 以 下 随机 变量 的 分 布 律 : (1) Y=X+2; (2)W=X?. 








解 x -2 m 0 2 
Y=X+2 0 l 2 4 
W=X 4 l 0 4 
概率 0:1 0.2 0.3 0.4 








RK WW 的 分 布 律 时 ， 对 相等 的 WW 取 值 4， 概 率 要 合并 ， 得 


= х? 0 1 4 
概率 0.3 0.2 0.5 





=, ЖЭШ ЕЛ. S> E: RAI 


И p BL ВЕ X Ж БЕРЕ ЖЫ f(x), ШШК У= (Хх) 75157 首先 来 看 一 个 
例子 . 

例 2 设 连续 型 随机 变量 X 服 从 区 间 (1，3) 上 的 均匀 分 布 ， 求 随机 变量 了 =X 的 分 布 . 

解 ” 随 机 变量 X 的 取 值 范围 为 (1，3)， 故 随机 变量 Y=X? 的 取 值 范围 为 区 间 (1，9)， 
Y 仍 然 是 一 个 连续 型 随机 变量 . 因此 首先 求 Y ШОЛТАН РАЖ F (y), ， 再 求 导 得 了 的 密度 函数 
Jfy(y)= Fy(y). 

根据 题 意 ，X 的 密度 函数 为 

Jada > 1<х<3, 
0, А 
Y 的 分 布 函数 为 
Fy(y)=P(Y<y)= Р(Х <y) 

4 y<1 时 , Р(Х?<у)= 0; 





Miey nt, РОВ) РС <x)= |" =, 
当 y>9 时 , Р(Х?<у)= Р(-—/у <Х=Уу)= ji 了 dz=1 
综 上 所 述 ， 整 理 得 
0, у<1, 
Еү(у)= а 1<у<9, 
1 у>9. 
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对 Fy(y) 求 导 ， 可 得 了 的 密度 函数 为 
= 1<y<9, 
fy(y)= Fy(y)= 44y 
о, ”其 他 . 
设 连续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 为 /(x) ， 当 Y=g(X) 是 连续 型 随机 变量 时 ， 下 面 给 
Y=z(X) 的 分 布 函数 与 密度 函数 求解 的 一 般 步 又 ， 
(1) 由 随机 变量 无 的 取 值 范围 2; 确定 随机 变量 了 的 取 值 范围 0y; 
(2) 对 任意 一 个 yeQ2y， 求 出 
F(y)=P(Y<y)=P(g(X) «у)= Р(Х є б,)= | у(х) да, 
其 中 |XeG,| 是 与 1g(X) <y| 相同 的 随机 事件 ， 而 С, = |x; (х) <y| 是 实数 轴 上 的 某 个 集 
合 (通常 是 一 个 区 间或 若干 个 区 间 的 并 集 ) ; 
(3) 按 分 布 函 数 的 定义 写 出 Fy(y)，-% <y<+%; 
(4) 通过 对 分 布 函 数 求 导 ， 得 到 密度 函数 户 (y)= Fy(y)，-% <y<+%. 
ФИЗ 设 随机 变量 X 的 密度 函数 为 Kx)= ce-1*|，x eRR， 求 随机 变量 Y= |X | 的 密度 


函数 . 
f 易 得 随机 变量 Y= |X| 的 取 值 范围 为 区 间 [0，+% ), 工 仍然 是 一 个 连续 型 随机 
变量 . 
Y 的 分 布 函 数 为 
Fy(y)=P(Y<y)=P( |Х|<у). 
当 y<0 时 , Р(|Х|<у)= 0; 
4 y>0 BF, Р(|Х|<у)=Р(-у<Х<=у)= f ye f Fe dr=1-e. 


整理 得 
0; ©. 
m9)-| ji 
对 F,(y) 求 导 ， 可 得 了 的 密度 函数 为 


ло) r=] 


1-е?, уг20). 


0, y<0, 
e7, у>0. 
即 Y~E(1). 

例 4 设 X~N(0，1) ， 求 随机 变量 Y= |X| 的 密度 函数 . 

解 ” 易 得 随机 变量 y= |X| 的 取 值 范围 为 区 间 [0，+% ), 了 仍然 是 一 个 连续 型 随机 
变量 . 
当 y>=>0 时 ，Y 的 分 布 函数 为 

Еу(у)= P(Y<y)= P( |Х|<=у)=Р(-у<Х<=у)= Ф(у)-Ф(-у). 

直接 对 上 式 求 导 有 





2 = 
Љу) = F;/(y)= Ф'(у)-Ф'(-у)= e 2. 
2T 


48. 


第 四 节 ”随机 变量 函数 的 分 布 


所 以 ,了 的 密度 函数 为 
Е 09 $ y>0, 
fy(7)= “л 
0, 其 他 . 
定理 1 设 连续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 为 f(x)，Y=g(X) 是 连续 型 随机 变量 ， 阁 
y=g(x) 为 严格 单调 隐 数 ，x=g-!'(y) 为 相应 的 反 函 数 ， 且 为 可 导 函 数 ， 则 Y=g (XX) 的 密度 
函数 为 
лбу) = бе (y)) * [Le (y) 1'l. 
证 明 Жу=д(х) У Р, РЕЖ х=д (у) Ш р, Н. 
[g 1(y)]'>0. 
Fy(y)=P(Y=y)= P(g(X)<=y)=P(X<z''(y))=Fy(g!(y)), 
fy(y)= Fy(y)=fx(g'!(y)) + [g (y)] 
若 y=g(x) J 8 ДЫ РА, НГЕ ПУ БА х= е (у) 也 是 严格 单 减 函 数 ， 且 
La” (y) 1'<0. 
Fy(y)=P(Y=y)= Р(е(Х)=у)= Р(Х>”!(у))= 1-Fy(g'!(y)), 
fy(y)= Fy(y)= -fx(g !(y)) Le !(y)]'=fx(g”1(y)) e 1-—[в 1(>)1'1. 
综合 上 述 两 个 方面 , fy(y)=fxy(g 1(y)) ° eol l, EE. 
例 5 设 X~N(m,，o?)， 求 随机 变量 Y=e* 的 密度 函数 . 
解 ” 易 见 随机 变量 Y=e* 的 值 域 为 (0，+% )， 因 y=e” ЙБ х= пу; 当 y>0 时 


x=lny 为 严格 单 增 函 数 ， (my) = 所 以 当 y>0 时 


1 (тутш) 2 








= Iny) : 1 一 Л 
fy(y)=fx( Iny) | пу) | Jima 
因此 Y=ex 的 密度 函数 为 
| l. 902 
е 2? , у>0, 
fy(y)= Отоу 
0, ”其 他 . 


本 例 中 ，Y=ex 又 被 称 为 服从 对 数 正 态 分 布 ， 记 为 Y~LN (jy，o?)， 也 是 一 个 常用 的 
分 布 . 


定理 2 j X-N(u, o°), W k=0 BF, Y=kX+b-N(ku+b, ko’), НЫ, He, 











N(0, 1). 
WER ` k>O BF, y=ke+b 是 严格 单 增 函 数 ， KEREN 7, 由 定理 1 可 得 
8) p a 1 „эш 
fy( y) A| k [ и } =н ç 
-b y-b , ] (=) Ç 1 1 (hth))? 
当 k<0 时 ， = 一 ] ] =- = 2,2 
X k< KOAT z з. аты 
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综合 上 述 两 个 方面 , fy(y)= Tr 这 正好 是 N(lu+b, о? уйй К. 定 
т т 


理 得 证 . 
这 个 定理 说 明 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 线性 函数 仍然 服从 正 态 分 布 . 


习题 2-4 


1. 设 随机 变量 服从 集合 |-2，-1，0，1，2|} 上 的 均匀 分 布 . POR: 
(1)Y=X-1; (2)7=Х?; (3)W= |X| 的 分 布 律 . 
2、 设 随机 变量 臣服 从 参数 A= 1 的 泊 松 分 布 ， 记 随机 变量 了 = А д 求 随机 变量 


9 


Y 的 分 布 律 . 
3. 设 X~U(0, T), WR Y=sinX 的 分 布 函数 与 密度 函数 . 


4. 设 随机 变量 的 密度 函数 为 
1-|x|, ‘|xl<i, 


Ra= (0, 其 他 


求 随机 变量 y=X2+1 在 区 间 [1，2] 上 的 密度 函数 Syy). 
5. 设 随机 变量 蕊 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ， 求 随机 变量 的 函数 了 Y=ex 的 密度 函 


ууу). 


6. 设 随机 变量 的 密度 函数 为 /(x)= е -o <x<+oo ), ВЕЛЕ Y= 1-0 
х 


т. 设 随机 变量 x 的 密度 函数 为 


1 
2 
Аэ =, 0=х<2, 


0, 其 他 . 


令 Y= 系 ， 求 随机 变量 了 的 密度 函数 . 广 (y). 
8. 设 随 机 变量 X 的 密度 函数 为 


令 随机 变量 
| <l 
中 1<X<2, 

3 
求 了 的 分 布 函数 ， 并 作出 它 的 图 像 . 


-SÖ • 


а = яру X. 
Емма х, ЖЫ} 

区 再 离散 型 随机 变量 分 布 律 的 定义 、 性 质 与 计算 
俯 铀 连续 型 随机 变量 密度 函数 的 定义 、 性 质 与 计算 
攻 铀 分 布 律 或 密度 函数 与 分 布 函 数 的 关系 





几 种 常用 的 分 布 


茶 猩 二 项 分 布 、 泊 松 分 布 、 均 匀 分 布 、 指 数 分 布 和 正 态 分 布 的 概率 模型 
EE 上 述 分 布 相关 概率 问题 的 求解 





随机 变量 的 函数 





区 再 离散 型 随机 变量 了 Y=g(X) 的 分 布 律 的 求解 
摩 铀 连续 型 随机 变量 Y=g(X) 的 密度 函数 的 求解 
医 尖 非 离散 型 随机 变量 Y=g(X) 的 分 布 函 数 的 求解 
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2 拓展 阅读 


在 企业 的 质量 管理 体系 中 有 个 非常 有 名 的 “六 西格玛 (6 ) 法 则 ”， 其 最 初 的 统计 背景 
就 是 来 自 于 正 态 分 布 的 概率 问题 ， 看 下 面 这 个 例子 . 

设 随 机 变量 下 ~N(W，o2 ) ， 借 助 于 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 表 ， 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) P( |X-u|<c)= Р(и-ст<Х<ц+о) 


м оси) == и) =Ф(1)-Ф(-1) 


=2Ф(1)-1=2 · 0. 8413-1 =0. 6826; 

(2) Р(|Х-и|<20)= 2Ф(2)-1=2 · 0. 9772-1 =0. 9544; 

(3) P( |X-u|<3c)= 2Ф(3)-1=2 · 0. 9987-1 =0. 9974. 

如 图 2.9 所 示 ， 从 这 个 例子 中 可 以 看 到 ， 虽 然 正 态 分 布 随机 变量 的 取 值 范围 是 所 有 实 
Жж, 但 它 落 在 (jw-30 ,+30 ) 里 的 概率 已 经 足够 大 ， 达 到 0.9974， 如 图 2.9 所 示 ， 即 落 在 
(u-30, +30) 外 的 概率 很 小 ， 根 据 实际 推断 原理 ,概率 很 小 的 事件 在 一 次 试验 中 实际 上 
几乎 是 不 发 生 的 . 所 以 为 了 控制 企业 生产 管理 中 的 质量 ,假定 管理 质量 的 偏差 服从 正 态 分 
布 ， 常 以 +30 作为 上 控制 线 、 凡 -30 作为 下 控制 线 ， 要 把 管理 质量 的 偏差 控制 在 这 一 范 
围 内 ,一旦 数据 超出 了 这 个 控制 范围 ， 那 就 有 理由 认为 生产 管理 出 现 了 偏差 . 














G ut 
95.44% 
99.74% 


图 2.9 标准 正 态 分 布 的 бо 概率 图 
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测试 题 二 

L 已 知 离散 型 随机 变量 可 取 值 | -1，0，1，21 ， 且 取 这 些 值 的 概率 依次 为 二 ，2， 
3 Л psa ‚ P(X<1 | X>0.5)= 
6b 12b — ызы 

2. 将 3 个 球 随机 放 入 4 个 盒子 中 (假定 盒子 充分 大 ) ， 求 没有 球 的 盒子 数 工 的 分 布 律 

з. 下 列 函 数 中 哪 一 个 可 以 作为 某 一 随机 变量 的 分 布 函数 ? (  ) 

А. еа xeR B. F (x)= анаан, xeR 

2101-е), х>0, x 
C. F(x)= 42 D. Е(х)= | лода, ЖР f(x) 20, x€ R 
0, x<0 
0, х<0, 
4 ткаш ле x ЙЕ F(x)= | | А>0. Ж; 
А+Ве А x>0, 

(1) А, ВИ; 

(2) Р(-1<Х<1). 

5. 设 随机 变量 蕊 服从 二 项 分 布 B02，0.4) ， 求 下 的 分 布 函数 ， 并 作出 它 的 图 像 . 

6. 设 一 强 地 震 发 生 后 的 48 小 时 内 还 会 发 生 3 级 以 上 余震 的 次 数 碟 服从 参数 为 8 的 泊 
BIH, R: 

(1) 在 接 下 来 的 48 小 时 内 还 会 发 生 6 次 余震 的 概率 ; 

(2) 余震 次 数 不 超 过 5 次 的 概率 

7. 设 随机 变量 X 服从 区 间 (a，5) 上 的 均匀 分 布 ， 且 P(O<X<3)= 2, P(X>4)= 
1 
g? K: 


(1) X 的 概率 密度 函数 ，; 
(2) Р(1еХ<5). 
8. 设 随 机 变量 碟 的 概率 密度 函数 为 Kx) = et -o <x<+o ) (其 中 b,c 是 常数 ) ， 


НЕ х= 1 处 取得 最 大 什 为 7D)= 天 ， 试 计算 РОТ). 
4 


9. B X RAES N (u, 4), HBM 3P(X2Z1⁄F⁄)= 2Р(Х<1.5), ЖЖ 


P (|X-1|=<2). 


“5. 


测试 题 二 


„54. 


10. 2 Х-М(ш, o), WEF с 的 增 大 ，P( |X-|<30 ) 会 有 什么 表现 ? 


а. —1<х<1, 
11. 设 随机 谈 量 的 概率 密度 函数 为 f(x)= +2 Ж. 
0, 其 他 . 


(1) Ү=Х? 的 概率 密度 函数 ; 
(2) 7=Х*% 的 概率 密度 函数 ; 
(3) P(X<0, Y=<2). 
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[ 课 前 导读 ] 

本 章 主要 讨论 多 维 随机 变量 的 (概率 ) 分 布 ， 需 要 高 等 数学 二 重 积分 的 知识 .二 元 函数 
及 其 二 重 积 分 在 几何 中 分 别 表示 曲面 以 及 以 该 曲面 为 顶 以 积分 区 域 为 底 的 曲 顶 柱 体 的 
体积 . 

二 重 积 分 化 为 二 次 积分 


b „(х) b „(х) 
Дх, yaa = | | ух, уфа |a” ух, yay, 
р а ll p(x) a “pi(x) 
d r aly) d yaly) 
Је. кар l. l e dz q, j, ре т» 
二 重 积分 在 几何 、 物 理 、 概 率 中 的 含义 ( 见 图 3.1) 
Јр, у) ау 在 几何 中 表示 以 万 为 底 ， 以 曲面 Kxz，y) 为 顶 的 曲 顶 柱 体 的 体积 Vp. 
р 


кх, у)4хау 在 物理 中 表示 面 密度 为 /(x*，y) 的 平面 薄片 在 DD 区 域 的 质量 ， 即 Mp. 
D 


ра, у)аау 在 概率 中 表示 密度 函数 为 /(x，y) 的 随机 变量 (X，Y) 在 D 区 域 的 概率 ， 
D 


PP P( (X, Ү) єр). 
一 个 利用 正 态 分 布 密度 函数 规范 性 得 到 的 积分 公式 














图 3.1 flx, y)dxdy 在 几何 、 物 理 、 概 率 中 的 含义 
р 
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第 三 章 多维 随 机 变量 及 其 分 布 


第 一 方 ”多维 随机 变量 及 其 联合 分 布 
一 、 多 维 随机 变量 


第 二 章 我 们 学 习 了 单个 离散 型 和 连续 型 随机 变量 的 概率 模型 . 在 许多 实际 问题 中 ， 需 
要 使 用 多 个 随机 变量 来 描述 随机 现象 比如， 一 般 天 气 预 报 包括 : 空气 质量 、 天 气 实况 、 
温度 、 降 水 、 风 力 、 风 向 、 气 压 、 紫 外 线 等 ， 天 气 的 描述 需要 多 个 随机 变量 . 再 比如 ， 出 
生 的 婴儿 ， 我们 最 关心 其 身高 、 体 重 、 头 围 ， 还 有 每 分 钟 心跳 、 呼 吸 次 数 和 等， 婴儿 的 发 育 
情况 需要 同时 使 用 多 个 随机 变量 来 刻画 . 研究 多 维 随机 变量 是 要 揭示 各 变量 之 间 的 相互 联 
系 和 相互 影响 ， 这 是 研究 多 个 一 维 随 机 变量 分 布 时 无 法 得 到 的 . 多 维 随机 变量 的 研究 方法 
和 二 维 随机 变量 的 研究 思想 及 方法 相同 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 着 重 介绍 二 维 随机 变量 
定义 1 设 有 随机 试验 已， 其 样本 空间 为 若 对 2 中 的 每 一 个 样本 点 w 都 有 一 对 有 
序 实数 (XX(w) ，Y(w) ) 与 其 对 应 . ШЖК(ХА, У) 为 二 维 随 机 变量 或 二 维 随机 向 量 . X, 
Y) 的 取 值 范围 为 它 的 值 域 ， 记 为 Оу y 
可 以 说 二 维 随机 变量 (X，7) 是 一 个 特殊 的 二 元 函数 ， 其 定义 域 为 样本 空间 O, (8 bQ 
Ох nm CR. 讨论 随机 变量 的 取 值 规律 ， 很 重要 的 一 点 是 首先 确定 其 值 域 . 
例 1 现 有 将 一 枚 山子 相互 独立 地 上 抛 两 次 的 随机 试验 瑟 ， 观 察 两 次 出 现 的 点 数 . 讨 
论 第 一 次 出 现 的 点 数 以 及 两 次 出 现 点 数 的 最 小 值 . (1) 请 给 出 随机 试验 五 的 样本 空间 O; 
(2) 引 入 二 维 随机 变量 (X,Y) ， 并 写 出 值 域 Q(x у). 
解 (1) 由 已 知 得 随机 试验 的 样本 空间 为 
a=}, 1), <, (1, 6), (2, 1), =; (2, 6), +++, (6, 1), oa (6, бу}. 
(2) 设 开 表示 “第 一 次 出 现 的 点 数 ”， 了 表示 “两 次 出 现 点 数 的 最 小 值 ” 并 设 w; 为 人 
中 的 第 i 个 样本 点 ， 那 么 
wi=(1, 1), (Xw), Y(e,))=(1, 1); =; we=(1, 6), (X(we), Ү(ав))= (1, 1); 
w7=(2, 1), (X(w7), Ү(ау))= (2, 1); =; ©„=(2, 6), (Х(о), Ylw1))= (2, 2); 
wa=(6, 1), (X(w3), Ү(оз))= (6, 1); =; wa36=(6, 6), (X(@,), Y(e,|))= (6, 6). 
ЈОХ, У) 的 值 域 为 
(y = \(1, 1), 
(2, Ds (2, 3), 
(3, 1), (3, 27, 3,85, 
(4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), 
(Sr Dy. у); Kos аа Хз» A Со, ОУ, 
| (6, Ay. 06, 2), (6,3). (6, A). (6, 5), (6, 651. 
通过 例子 ， 我们 发 现存 在 不 同 的 样本 点 对 应 着 相同 的 有 序 实数 对 的 情形 ， 如 (X(w ) ， 
Ү(в,))= (1,1),，(X(w,)，Y(w,))= (1, 1). 而 不 同 的 有 序 实数 对 一 定 对 应 着 不 同 的 样 
本 点 . 
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可 将 二 维 随机 变量 的 定义 推广 至 n Ж. 

定义 2 设 有 随机 试验 E， 其 样本 空间 为 0。 若 对 Q 中 的 每 一 个 样本 点 包 都 有 一 组 有 
ERRIN, Co), Xlo), =, X Co) ) 与 其 对 应 ， 则 称 (XI ，X。，…, X) n 维 随机 变 
量 或 维 随机 向 量 . 称 (X, X,, e, X, ) 的 取 值 范围 为 它 的 值 域 ， 记 为 Qi x 


二 、 联 合 分 布 函 数 


对 二 维 随 机 变量 同样 要 讨论 其 分 布 ， 和 一 维 随机 变量 有 所 不 同 的 是 ，( 义 ，7) 的 分 布 不 
仅 要 包含 每 个 随机 变量 各 自 的 分 布 信息 ， 还 要 包含 两 者 之 间 相 互 关 系 的 信息 . 因此 称 它们 
的 分 布 为 联合 分 布 . 首先 给 出 联合 分 布 函数 的 定义 . 

定义 3 设 (X, 了) 为 二 维 随机 变量 ， 对 任意 的 (x,，y) eR, Ж 

F(x, y)=P(X=x, Ү<у) 

УВЕЗЕ (Хх, У) 的 (联合 ) 分 布 函数 . y! 

这 里 ，P(X<x,Y<y) 中 的 逗号 表示 对 事件 |X<x| 和 事件 
(Y<y RERE, P(X<x, Ү<у)=Р(|{Х<х|п |уУ<у})= 
P((X, Y) e D,,). 其 中 D;, 区 域 如 图 3.2 所 示 . 

F(x,，Y) 在 点 (x,，y) 处 的 函数 值 ， 即 随机 变量 (X， 了 了) 在 区 
域 p, 中 取 值 的 概率 . ТЕР Р(х, у) 的 定义 域 与 (X，D) 的 
值 域 Q(x nm ， 它 们 是 两 个 不 同 的 概念 . 








图 3.2 分 布 函 数 F(x, у) 


对 应 的 区 域 р, 
同样 ， 可 以 给 出 n 维 随机 变量 (X|，X,，…，, Х„) 的 联合 分 

布 函数 的 定义 . 
定义 4 (Х|, X,, e, Х„) у n ВЕЛЕ, HERRI (ху, х0, ++, x.) ЕА", ЖК 


F(xi, 5, =, ASPRA TS 50, X =) 
为 随机 变量 (XX ，X,，…，X, ) 的 (联合 ) 分 布 函 数 . 
和 一 维 情形 类 似 ， 二 维 随 机 变量 的 联合 分 布 函 数 具 有 下 列 性 质 . 
定理 1( 联合 分 布 函数 的 性 质 ) F, y) 是 二 维 随机 变量 (XX，Y) 的 联合 分 布 函 
数 ， 则 
(1) б<Е(х, у)<1; 
(2) 当 固 定 y 值 时 ，F(x,y) 是 变量 x 的 非 减 函数 ， 
MME x ERF, For, y) EEE y 的 非 减 函数 ; 
(3) lim F(x, y)=0, зир н, y)=0, lim Р(х, y)='0, „іт F(x, у)= 1; 
(4) MEE y ERF, Р(х, у) ASE x 的 右 连续 函数 ， 
当 固定 *x 值 时 ，F(x，7y) 是 变量 у 的 右 连续 函数 ; 
(5) P(x <X Ew iyy<Y=y,)= Е(х,, у) -Е(х,, yE ka У) МЕ (wi ур). 
证 明 
(1) 函数 Fx,，y) 在 点 (x,，y) 处 的 函数 值 是 事件 |X<x| N (Уур, 因此 有 
性 质 (1). 
(2) 固定 y 值 ， 当 xi<x, PF, #81X=x,, Y<y| CI X=x;, Ysy}. 所 以 P(X<xi, Y 
52. 
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<y)<P(X=x,, Y<y). 同 理 ， 固 定 x 值 ， 当 yi<y, 时, 有 P(X<x, Ү<у,)<Р(Х<х, 
Y<y). 即 性 质 (2) 成 立 . 

(3) 性 质 (3) 的 证 明 见 参考 文献 [1] 

(4) 性 质 (4) 的 证 明 见 参考 文献 [1]. 

(5) 因为 
{х|<Х<х„| П{уу<Ү<у,| =({Х<х„| N YS) Xs N (үу I-IX<x,| Пп {Ү<у,})- 

(«| пу, |). 
所 以 
Р(хү<Х=х,, у<Ү<у,)= F(x2, y,)—(F(x,, yi) -F(xi, yi) )—-F(xi, y2) 
=F(x;, у) -Е(ж, yi)-F(xíi, у;)+Ё(х,, yi). 
即 性 质 (5) 成 立 ( 见 图 3.3). 

Ё: 

(1) 这 5 ЖЛЕ K 2 2 h hit KRAE, Вр М #|—---- 
HARE x 5 条 性 质 ， 那 么 它 一 定 是 某 个 二 维 随 机 变量 的 联合 分 
布 函数 | 

(2) 除了 性 质 (5) ， 其 他 几 条 性 质 都 可 推广 至 高 维 随机 变量 
的 联合 分 布 函数 . 

二 维 随机 变量 也 分 为 离散 型 和 非 离散 型 ， 如 果 它 取 值 于 平面 853 Яаа 
上 的 一 些 离散 的 点 ， 就 称 为 二 维 离散 型 随机 变量 ， 非 离散 型 中 包 тє 
含 连续 型 ， 我 们 着 重 讨论 二 维 离散 型 随机 变量 和 二 维 连续 型 随机 变量 ， 怎 样 刻画 它们 的 统 
计 规 律 性 是 我 们 主要 讨论 的 内 容 . 和 一 维 的 情形 相似 ， 我 们 用 联合 分 布 律 描述 二 维 离散 型 
随机 变量 的 概率 分 布 ， 联 合 密度 函数 描述 二 维 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 ， 图 3.4 及 
图 З. 5 分 别 给 出 了 二 维 离 散 型 和 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 . 











图 3.4 二 维 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 图 3.5 二 维 连 续 型 随机 变量 的 概率 分 布 


三 、 二 维 离散 型 随机 变量 及 其 联合 分 布 律 


这 里 先 给 出 二 维 离散 型 随机 变量 及 其 联合 分 布 律 的 定义 ， 多 维 情形 类 似 
定义 5 “如果 二 维 随机 变量 (X，7) 仅 可 能 取 有 限 个 或 可 列 无 限 个 值 ， 则 称 (X,Y) 为 
二 维 离散 型 随机 变量 


[1] “ 李 贤 平 .概率 论 基 础 (第 3 版 )[M]. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，2010. 
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一 维 离散 型 随机 变量 (X，7) 的 分 布 可 用 联合 分 布 律 表示 . 

定义 6 #KRP(X=x,, Y=y)=p;, i, j=1，2,… 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 
律 . 其 中 ， PZO, h, =l, 2, ==, > pi ss i 

二 维 离散 型 随机 变量 (Y，7) 的 联合 分 布 律 可 用 表格 法 、 公 式 法 、 图 像 法 ( 见 图 3.4) 
等 方法 表示 ， 其 中 表格 法 最 简洁 ， 如 下 表 所 示 . 表格 中 д, m, My, y, -AEN 
下 ， 自 左 而 右 ， 按 照 从 小 到 大 的 顺序 排列 








二 维 离散 型 随机 变量 联合 分 布 律 的 物理 解释 : 考虑 хоу 平面 上 单位 质量 的 平面 薄片 ， 
在 离散 点 (x  ，y ) 处 分 布 着 质点 ， 其 质量 为 p,，i, j=1，2，…， 这 刻画 了 平面 薄片 的 质量 
分 布 情况 . 


例 2 为 分 析 一 个 年 级 的 成 绩 分 布 ， 定 义 随 机 变量 
к узы _/1， 语 文 为 优 ， 
0， 数 学 不 为 优 ， 0， 语 文 不 为 优 . 
已 知 数学 为 优 的 占 20% ， 语 文 为 优 的 占 10% ， 都 为 优 的 占 8%. Ж. 
(1)(Х, Ү) 的 联合 分 布 律 ; (2) (X， 了 ) 的 联合 分 布 函数 ; (GER Р(Х). 
解 (1) 由 已 知 得 ，P(Y=1)=0.1, P(X=1, Y=1)=0.08， 所 以 
P(X=0, Y=1)=P(Y=1)-P(X=1, Y=1)= 0. 02. 
又 因为 ，P(X=1)= 0.2， 所 以 
P(X=1, Y=0)=P(X=1)-P(X=1, Y=1)= 0. 12. 
иж У УР; = 1, # P(X=0, Y=0)=0.78. 


故 (X， 了 的 联合 分 布 律 为 








(2)(Х, Y) WER Q(x у= (00, 0), (0, 1), (1, 0), 
(1，1)} 中 的 四 点 所 围 区 域 将 хоу 平面 分 割 为 9 个 区 域 ， 如 图 图 3.6 22(x,x 所 围 区 域 将 
3.6 ЕХ, Н F(x, y)= P(X<x，Y<y) 得 联合 分 布 函 数 为 хоу 平面 分 为 9 个 区 域 

0， х<0 或 y<0， 
0.78, 0=<х<1, 0Sy<1, 

F(x, у)= 40.8, 0=<х<1, у21, 
0.9, El, 0Sy<I, 
1, k]. + a= L. 

(3) P(X<Y)= 1-Р(Х>Ү)= 1-Р(Х=1, Y=0)= 1-0. 12=0. 88. 
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显然， 对 二 维 离散 型 随机 变量 使 用 联合 分 布 函数 刻画 其 统计 规律 是 比较 复杂 的 ， 通 常 
我 们 使 用 联合 分 布 律 来 描述 二 维 离散 型 随机 变量 的 取 值 规律 . 知已 知 二 维 离散 型 随机 变量 
的 联合 分 布 律 就 可 以 计算 任意 事件 的 概率 . 

例 1 续 把 一 枚 仍 子 相互 独立 地 上 抛 两 次 ， 设 慰 表 示 第 一 次 出 现 的 点 数 ， 了 表示 两 次 出 
现 点 数 的 最 小 值 . 试 求 : (1)(X， 了 咏 的 联合 分 布 律 ，(2)P(X= 妇 与 Р(Х?+Ү?<8). 
解 (1) 由 古典 概率 计算 得 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 























1 2 0 0 0 0 0 
36 
1 5 
2 > = 0 
36 36 0 ° 0 
1 1 
9 0 
36 36 36 9 š: 
4 l 1 1 3 0 0 
36 36 36 36 
1 1 1 1 2. 
5 0 
36 36 36 36 36 
6 1 1 1 1 1 1 
36 36 36 36 36 36 


6 L IL av F 
= 十 一 十 一 十 
36 *36 36 36 6 12' 





6 
(рЫ as Y. Pla їзгу= 
i=1 


Р(Х2+ү<8)= Р(Х=1, Y=1)+P(X=2, ү=1)= зе 


四 、 二 维 连续 型 随机 变量 及 其 联合 密度 函数 
定义 7 设 二 维 随 机 变量 (X， 妆 的 联合 分 布 函数 为 F(x, y), HH 
果 存 在 一 个 二 元 非 负 实 值 函 数 扩 xzx，y) ， 使 得 对 于 任意 (x, у) e R2 有 
а; )=[. 人 flu, v)dudv 


成 立 ， 则 称 (X，7Y) 为 二 维 连续 型 随机 变量 ,f(x,，y) 为 二 维 连 续 型 随 
WES, Y) HKS (WE) 密度 函数 . 


Ф. 定义 7 中 上 Bi Ka нау. Гаи о) dudv， 其 中 积分 区 域 D,， 











F(x, y) 的 解释 


(-%, х] e (=®, y]. 

图 3.7 给 出 了 Fx, у) НЛ. 

二 维 连 续 型 随机 变量 联合 密度 逊 数 的 物理 解释 考虑 хоу 平面 上 单位 质量 的 平面 薄 
片 ， 其 在 点 (x，y) 处 的 面 密 度 为 J(x，y) ， 它 刻画 了 平面 薄片 的 质量 分 布 情况 . 
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定义 8 Dn EMNE, X, e, X ) 的 联合 z 
分 布 函 数 为 (ху, до, 5, х), ， 如 果 存 在 一 个 п 元 非 负 
函数 f(x1，x2，…，%; )， 使 得 对 任意 的 (xi，x;， 
х.) e R" # 











ц х, 部 分 的 体积 
Е(х\,ху,',х„) = Е р fu уш, u, )du du: du, 
RE, WRA, X, =, X.) 为 n 维 连续 型 随机 变量 ， - C 
Ках, X2, `“, х„) Уп 维 连 续 型 随机 变量 (X|， X,， sasi 0 š x 
X, ) 的 联合 (概率 ) 密度 函数 . 图 3.7 F(x, y) 的 几何 含义 


类 似 于 一 维 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 ， 二 维 连 续 型 随机 谈 量 的 联合 密度 函数 有 下 列 性 质 . 

定理 2( 联合 密度 函数 的 性 质 ) ” 设 /(x,y) 为 二 维 连 续 型 随机 变量 (X， У) 的 联合 密度 
函数 ， 则 

(1) 非 负 性 f(x, у) 20, -©<х, y<+o ; 


(2) 规范 性 ` A, уда, 


联合 密度 函数 的 规范 性 意味 着 以 曲面 /(x，y) 为 项 以 整个 хоу 平面 与 Qy уу 的 交集 区 
域 为 底 的 曲 顶 柱 体 的 体积 为 1. 

定理 3( 连续 型 随机 变量 的 性 质 )” 设 二 维 连 续 型 随机 变量 (XX，7Y) 的 联合 分 布 函 数 为 
F(x, y), KARERA Sfx, y), W 

(1) 对 任意 一 条 平面 曲线 KL， 有 Р((Х, Y)eL)=0; 


(2) Р(х, у) ЕК, ТЕ у(х, у) ВАКТ 
ФЕ(к, у) _ 
Aig A УЖ 
Р((Х, У) єр) = ff, у) ахау. 24 曲面 7 (х,у) 


D 

性 质 (1) 表 示 以 曲面 f(x,，y) 为 项 ， 投 影 曲线 工 为 底 的 
曲 顶 柱 体 的 体积 ， 也 即 如 图 3. 8 所 示 阴 影 部 分 曲面 的 体积 ， 
显然 为 零 . 

EEO) P, Æx, y) IEEE RA F, y) hE L p 
数 不 存 在 ， 在 这 些 点 可 以 用 任意 一 个 常数 定义 f(x, у), 这 0 З 
不 影响 事件 的 概率 值 . д ОХ, У) 在 这 些 点 组 成 的 集 图 3.8 连续 型 随机 变量 的 性 质 
合 上 取 值 的 概率 都 为 零 . 

3 设 二 维 随机 变量 (XX，7) 的 联合 密度 函数 为 

су, O<x<2y, O<y<1, 
Pan >=] 其 他 
计算 (1) 常 数 c; (2) 联 合 分 布 函数 F(x，y); (3) ҖЖР(|Х|<ү). 

解 (1) 0 n= |(х, y): О0<х<2у, 0<у<1|, 13.9 所 示 . 由 联合 密度 函数 的 规范 

性 得 
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+o ро 1 2y ë 
1 = wr f(x, y)dxdy= | af o de=7- 
所 以 c=2. 
(2) 由 已 知 得 ， 
当 wx<0 或 y<0 时 , F(x, у)=0; 





х 8 图 3.9 {300 
`4 0<x<2y Н 0=y<1 时 , F(x, у)=] “a ona = [> -5) ; ш 


3 
ays <x<2 H y=1 Bf, F(x, „= [а], дао = 3 -5): 
`4 x>2y Н 0<y<1 时 , F(x, »= Гај w 4и= у“; 

0 
当 x=2 Н y>1 时, F(x, у)= 1. 
所 以 ,联合 分 布 函 数 为 


х<0 或 y<0， 


0, 

2 3 

= 4 25), 0<х<2у, 0«у<1, 
F(x, у)= + 2 4 =) 

lac 0<х<2, у21 

a 32 ЕД x< , y ЕД 

у“ х22у, О=у<1, 

1 


е 6222, у 1, 
(3) Р(|Х|< = J jidi faf Jy ?dx = f оу = 元 


显然 ， 对 二 维 连续 型 随机 变量 使 用 联合 分 布 函 数 刻 面 其 统计 规律 也 是 比较 复杂 
常 我 们 使 用 联合 E E e ш 
量 的 联合 密度 函数 就 可 以 计算 任意 事件 的 概率 . 


习题 3-1 


`1. 一 个 箱子 中 装 有 100 件 同类 产品 ， 其 中 一 、 二 、 三 等 品 分别 有 70，20，10 Е. 现 从 中 


ринв. HORON, ARAA JeRa) о. 
2. РЧ. 设 X 表 示 某 名 棋 手 获胜 的 盘 数 ，Y 表示 他 输赢 盘 数 

之 差 的 绝对 值 ， 假 定 没有 和 棋 ， 且 每 盘 结果 是 相互 独立 的 , 试 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 
3. 设 二 维 随 机 变量 (X， 了 2) 的 联合 分 布 律 为 








已 知 随机 事件 |X=0| 与 1X+Y=1| 相互 独立 Ra, b 的 值 . 
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4. 袋 中 有 1 个 红 球 、2 个 黑 球 与 3 个 白 球 ， 现 有 放 回 地 从 袋 中 取 两 次 ,每 次 取 一 个 
Ж, DX, Y, Z 分 别 表示 两 次 取 球 所 得 的 红 球 、 黑 球 与 白 球 的 个 数 . 求 (1) 二 维 随机 变量 
(X, У) 的 联合 分 布 律 ; (2) P(X=1|Z=0). 
5. 假设 随机 变量 了 服从 参数 为 和 = 1 的 指数 分 布 ， 随 机 变量 
xl SER k=l, 2. 
Ë. Y>k, 
R(X, Х,) 的 联合 分 布 律 . 
6. 设 (X，7) 的 联合 密度 函数 为 
с(6-х-у), 0<х<2, 2<у<4, 
Жа, з=}, 其 他 
(1) 试 确定 常数 c 的 值 ; (2) 求 概率 P(X+Y<4); (3) 求 概率 P(X<1 | X+Y<4). 
7. CACA, Y) 的 联合 密度 函数 为 
се (+27), -x>0, y>0, 


да, dia 其 他 . 
(1) 试 确定 常数 с 的 值 ，(2) 求 概率 P(X<1，Y>2). 
8. (X, Y) HIRA E E RARO 
су, (х, y) e€ G, 


д, =}, 其 他 
其 中 ， 区 域 C=1(x，y) : 0<y<2x Н 0<х<2|. 试 求 (1) 常 数 c; (2) 概 率 P( X+Y<1). 
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一 、 二 维 均匀 分 布 
定义 1 设 二 维 随机 变量 (X，Y) 的 联合 密度 函数 为 
1 
с š (ж, ) eG, 
flx, у)= {5с i 
о, ”其 他 . 





其 中 G Е хоу 平面 上 的 某 个 区 域 ，$e 为 G 的 面积 ， 则 称 ( 和 ，Z) 服从 区 域 G 上 的 二 维 均匀 
分 布 . 

例 1 设 二 维 随 机 变量 (XX，Y) 服 从 区 域 G6 上 的 均匀 分 布 
( 见 图 3.10) G=|(x, y): 0<х<1 Н 0<y<2x}. 

(1) 写 出 (X, 了 7) 的 联合 密度 函数 ; (2) 计 算 概率 P( Y< X). 

解 (1) 因 为 S$。=1 ， 由 二 维 均匀 分 布 的 定义 得 (外 ， 了 7) 的 
联合 密度 函数 为 





1, 0<х<1, 0<y<2x, 
о, 其 他 


图 3.10 例 1 的 区 域 G 
和 区 域 也 


Ж», =| 
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(2) PCS Ху =: РОСА, Уу e D) = |a. у)4хду = [14хду = s, НГЕ 
р р 


1 


S 
其 中 区 域 D 见 图 3. 10. 或 P( Y< X)= == 
© 


че 一 维 正 态 分 布 N(j1， M2, 01, оз, p) 


—. 一 


定义 2 WRX, Y) 的 联合 密度 函数 为 
1 28 БР 5 4 


1 
(х, у)= epl- 
ыз 2mo т /1—р° " 201-р?)| ої 9193 оў 
一 2 <x, у<+®, ШЖК(Х, Y) 服从 二 维 正 态 分 布 ， 并 记 为 (X， Y) ~N(m, M, Fia 
p). 其 中 -ea <u, ш<+%, су, с,>0, |р|<1. 二 维 正 态 分 布 联合 密度 函数 的 图 像 如 图 





2 
с, 


3.11 所 示 . 





0 0 


图 3.11 二 维 正 态 分 布 的 联合 密度 函数 图 像 


二 维 正 态 分 布 的 5 个 参数 都 有 具体 的 意义 ， 将 在 后 面 逐一 介绍 . 


习题 3-2 
1. (X, 了) 服从 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 上 的 均匀 分 布 ， 记 
l, X+Y<0, 1, Х-Ү«0, 
v= V= 
0, X+Y>0, 0, Х-Ү>0. 


ШОК, И) 的 联合 分 布 律 . 
2. 设 (X， 疙 ) 服从 区 域 C 上 的 均匀 分 布 ， 其 中 G 由 直线 y=-x, y=x Ej x=2 所 围 成 


(OESR, 了) 的 联合 密度 函数 ，(2) 求 概率 P(X+Y<2). 
3. BAX, У) ~W(C1，-1，1,，4，0.5)， 试 写 出 (了 ， 驴 ) 的 联合 密度 函数 . 
第 三 节 边缘 分 布 


如 果 已 知 二 维 随机 变量 (X，7) 的 联合 分 布 ， 那 么 其 中 一 个 随机 变量 的 分 布 肯定 能 够 
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得 到 ， 其 分 布 我 们 称 为 边缘 分 布 . 


一 、 边 缘分 布 函数 


定义 1 RAMIER, Y) 的 联合 分 布 函 数 为 F(x, у), Ж Fx(x)= P( X< x) 
=Р(Х<х, Y<+= )= F(x,，+%)，-% <x<+oo 为 随机 变量 X 的 边缘 分 布 函数 ; 称 
Fy(y)=P(Y<y)=P(X<+= , Ү<у)= К(+®, у), —% <у<+о 为 随机 变量 了 的 边缘 分 
布 函数 . 

例 1 CHEIE, Y) 的 联合 密度 函数 为 


2 
су“, 0<х<2у, 0<у<1, 
Ке, у)= 


0, 其 他 . 
分 别 计 算式 与 了 的 边缘 分 布 函 数 . 
解 ”在 第 一 节 例 4 PEA, У) 的 联合 分 布 函数 ， 由 此 , 与 Y 的 边缘 分 布 函数 分 
别 为 


0, х<0, 
Р) Р(х, +®)= 03341-5), 0<л<2, 

3 32 

ias х22; 

0, у<0, 
Fy(y)=F(+e , у)= уќ, 0<y<l, 

1, у21. 


二 、 二 维 离散 型 随机 变量 的 边缘 分 布 律 


定义 2 ” 设 二 维 离散 型 随机 变量 (X，7) 的 联合 分 布 律 为 P(X=x,， 

Ү=у,)=р;, і, ј=1, 2, =, 称 概率 P(X=x,)= Р(Х=х;, UY=y;)= 
J 
У P(X=%x;，Y=y;)= py，i=1，2,… 为 随机 变量 X 的 边缘 分 布 律 ， 
WN pi. , Ж p... =Р(Х=х,)= Ур, i=l, 2, э? 类 似 地 ， 称 概 率 
j 

P(Y=y;), j=1，2,… 为 随机 变量 Y 的 边缘 分 布 律 ， 记 为 p.;,， 并 有 p.;= 
Р(Ү=у,)= > pj, j= sss 

由 定义 知 ， 求 的 边缘 分 布 律 即 为 求 ( 和 ，7) 联合 分 布 律 表格 中 的 行 和 ， 求 了 的 边缘 
分 布 律 即 为 求 (X,Y) 联 合 分 布 律 表 格 中 的 列 和 .因为 边缘 分 布 律 位 于 联合 分 布 律 表格 的 边 
缘 ， 所 以 称 其 为 边缘 分 布 律 . 

例 2 在 第 一 节 例 3 中 计算 XX 与 Y 的 边缘 分 布 律 . 

解 ”直接 在 (X，7) 联合 分 布 律 表 格 中 计算 行 和 、 列 和 得 
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= 














y 
1 
6 
1 5 1 
2 = — 
36 36 9 0 9 б 6 
1 1 4 1 
3 36 36 36 0 0 0 a 
1 1 1 3 1 
4 === == „= ча = 
36 36 36 36 б 9 6 
1 1 1 1 2 1 
З ж m. QS y p’ ® 
6 й. 1 1 1 1 1 1 
36 36 36 36 36 36 6 
11 9 7 5 3 1 
Р, s s= 1 








所 以 , 的 边缘 分 布 律 为 





Х 1 2 3 4 5 6 

= |+ + + + + + 
的 边缘 分 布 律 为 

y 1 2 3 4 5 6 

“Ї[ š % * š x 





三 、 二 维 连续 型 随机 变量 的 边缘 密度 函数 
设 二 维 连续 型 随机 变量 (X，Y) 的 联合 分 布 函 数 为 P(x， y) ， 联 合 密度 函数 为 /(x， 
у), 根据 Fx(%)= F(x，+% )，-oo <x<+o ， 得 
[лода | [Ü Au, y)dy] du, 
Н 的 任意 性 知 , fr(z) = |”/(*，,y)dy， 因 此 有 如 下 定义 . 
定义 3 设 二 维 连 续 型 随机 变量 (X，y) 的 联合 密度 函数 为 Kxz，y) MU X бй 
西数 为 
Аб) = | Ka, y) ay. 
类 似 地 ，Y 的 边缘 密度 函数 为 š 
Жу) = | Ka, y) aa 


例 3 在 第 一 节 例 4 中 ,计算 (1)X 的 边缘 密度 函数 ; (2) 了 的 边缘 密度 函数 . 
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解 方法 一 
首先 确定 的 值 域 Qy=(0，2) ， 当 0<x<2 HJ, 


+o 1 ? 
лб) = уа, Dy = [ey =i -®). 
3 (1-5) 0<х<2 
所 以 的 边缘 密度 函数 为 f(x)=13、 8/7 ， 


0, 其 他 . 
然后 ， 确 定 了 的 值 域 2y=(0，1)， 当 0<y<1 hf, 


ыы 2, 
убу) = Јл, y)dx = J 2924 = 4у?, 


А 8 _ [4у?, 0<y<1， 
所 以 了 的 边缘 密度 函数 为 上 (7)= | 5 
方法 二 


因为 在 f(x) 的 连续 点 x 处 , fele) = PCxz)， 所 以 当 0<xz<2 BF, (а) = ЕЁү(х)= 
1-5). Me X 的 边缘 密度 函数 为 


2 x 
fr(x)= oti) PST 


2 
3 


0, 其 他 . 
同 理 ， 当 0<y<1 时 , fy(y)= Е;(у)= 4y， 故 了 的 边缘 密度 函数 为 
Н 42, 0<y<1， 
noig 其 他 . 


若 已 知 联合 密度 函数 ， 边 缘 密 度 函 数 可 以 直接 由 定义 公式 计算 得 到 ; 若 已 知 联合 分 布 
函数 ， 首 先 计算 边缘 分 布 函 数 ， 再 对 边缘 分 布 函 数 求 导 得 到 边缘 密度 函数 . 第 一 种 方法 更 
简洁 . 无 论 使 用 哪 种 方法 ， 首 先 要 确定 随机 变量 的 值 域 ， 在 值 域 上 求 出 密度 函数 的 表达 式 ， 
值 域 之 外 密度 函数 都 为 零 . 

定理 1 如 果 (X, Ү)-М(ш\, и, сї, 03, p), WX~N(m, 
сї), Ү-М(ш„, 03). 

证 明 Q2y= 人 2y=(-%，+% )， 由 边缘 密度 函数 的 定义 公式 得 ， 


`M co <x<+o Н, 
ло) = | fx, y) dy 

+> l 1 (х - ш)? (х-ш) (y - no) 
| exp + = = Ў 2p———— + 
-= 2maiO2V1 – р? 2(1 - p°) 


定理 1 的 几何 解释 











х - Mi РЕ да... 
ыл тү, o 1 1 | u? – 2ри + 1? 
= — .. 一 —— RFr, > n N Yr. 

”2TmOIV1 -p 




















e ря 1 (2 一 pu) | Pi 
= e 2 -| = P dv = e 22 . 
V2T 0 -> Эт 3/1 -p° 2(1-р*) „2109 
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ВТ ХМ, тї), [Ж Ү-М(дш,, оў). 

定理 1 的 证 明 中 最 后 一 个 等 号 用 到 了 正 态 随机 变量 М(ри, 1-р?) 密度 函数 的 规 
范 性 . 

例 4 ЕЯ(Х, Y)~N(-1, 2, 4, 9, 0.3), R Z=-2X+3 的 密度 函数 f(z). 

解 ”由 定理 1 知 X~N-1，4)， 又 由 正 态 分 布 的 线性 变换 仍 是 正 态 分 布 知 Z= -2X+ 


1 @-5)° 
3~N(5, 16). MA fala) ге 2 —о<2<+Ф%. 





、 随 机 变量 的 相互 独立 性 


将 几 个 随机 变量 放 在 随机 向 量 中 一 起 讨论 而 不 是 分 开 讨 论 ， 这 能 兼顾 到 随机 变量 之 间 
的 相互 关系 . 第 一 章 我 们 介绍 了 事件 之 间 一 种 重要 的 关系 一 一 相互 独立 性 ， 下 面 将 相互 独 
立 性 的 概念 推广 至 随机 变量 的 情形 . 

定义 4 BA, 了 ) 为 二 维 随机 变量 ， 若 对 任意 x*， ye R， 都 有 

F(x, у)= Fx(%x)Fy(y) 

成 立 ， 则 称 随机 变量 XX 与 Y 相 互 独立 . 其 中 F(x,，y) 为 (X,Y) 的 联合 分 布 函 数 ，Fy(x) 和 
Fy(y) 分 别 为 X 和 YY 的 边缘 分 布 函 数 . 

定理 2 设 (X, 了 7) 为 二 维 离散 型 随机 变量 ， 那 么 , X 与 Y 相 互 独立 的 充分 必要 条 件 是 
对 任意 的 i, j=1，2，…， 都 有 

b; Pi. P.; 

成 立 . Ж ру, i, j=1，2，… 为 (，Y) 的 联合 分 布 律 , pi., i=1, 2, Fpj, j=1, 2, 
… 分 别 为 XX 和 了 的 边缘 分 布 律 . 

$. 相互 独立 性 的 直观 含义 是 当 XX 取 定 x, BF, Y 的 取 值 规 律 不 受 任何 影响 ， 即 
Р(Х=х;, Ү=уј) ру рі.Р. 

Р(Х=х;) bi. Pi. É 
15 设 二 维 随机 变量 (X，Y) 的 联合 分 布 律 为 


Р(Ү=у; |X=x,)= р. =Р{ Ү=у;). 





(1) ЖХ У УАЛИ; (2) X 与 Y 是 否 相 互 独立 ,为 什么 ? 

解 (1) 由 二 维 离散 型 随机 变量 边缘 分 布 律 定义 得 

P(X=0)=P(X=0, Y=0)+P(X=0, Y=1)=0.8, P(X=1)= 1-Р(Х=0)= 0.2, 

Р(ү=0)= Р(Х=0, Ү=0)+Р(Х=1, Ү=0)= 0.5, P(Y=1y=1-P(Y=0)=0.5. 
所 以 和 Y 了 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


Х 0 1 Y 0 l 
和 
概率 pS 7 概率 0:5 05 
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(2) 可 以 验证 对 任意 的 i, ј=1, 2 都 有 pj;=p;.p.;， 所 以 X 与 Y 相 互 独立 . 
定理 3 A(X, Ү) 为 二 维 连续 型 随机 变量 ， 那 么 , X 与 Y 相 互 独立 的 充分 必要 条 件 是 
Ж f(x, yY)、fx(x*) 及 fy(y) 的 一 切 公 共 连 续 点 上 都 有 
Кх, y)=fx(x) ` fy(y) 
成 立 . 其 中 f(x, y) У(Х, У) КТЕ РА, (х) MAO DIA Х ЖП Y НЛ Е 
证 明 ”因为 对 Vx, ye R ЖЁН F(x, у)= Fy(x)Fy(y)， 所 以 


f Í Za, оа = AG)a л) =f F AG) - fy(v) бидо. 


х, у 的 任意 性 知 ， 在 它们 的 一 切 公共 连续 点 上 都 有 zx，y)=F(z) .f(y). 反之 
也 成 立 . 

例 6 在 第 一 节 例 4 中 ,站 与 Y 是 否 相 互 独立 ? 为 什么 ? 

m xX 与 了 不 相互 独立 ， 因 为 在 它们 的 公共 连续 点 [二 ,于 ] 处 ,7 三 ,于 ] = 到 


1 1 21 2 
AJEA maxs rrem 


2 
定理 4 B(X, Ү)-М№щ, н, 01, 03, р), ЖА, 蕊 与 了 相互 独立 的 充分 必要 条 件 
是 p=0. 
证 明 ”充分 条 件 
当 p=0 时 ， 有 
1 (яр) 20у) 2 
f(x, „зш 2 的 


(х-н)? 


1 Б-ы 
fx(%) k WE Aa 5? 


所 以 ,对 任意 x, ye И f(x, у) = (х) (у). HX 5 Y LH D Y, 
必要 条 件 
当 X 与 Y 相 互 独立 时 ,对 任意 x, ye R， 有 f(x, 7Y)=fx(x)fy(7). 特别 地 ， 当 x=, 
у=» 时 ， 该 等 式 也 成 立 ， 所 以 
1 ËF l l 


fm, и PIRE = Samai РЫ ат тоз 2"0103 


1 (у)? 
72, mO <%<+% , — 00 <у<+о, 











推 得 p=0. 

由 定理 1 和 定理 4 知 ， 二 维 正 态 分 布 的 参数 儿 、ot 描述 了 的 分 布 , yu,、o3 描述 了 了 
的 分 布 , p 则 反映 了 三 与 了 之 间 的 关系 . 这 说 明 联合 密度 函数 可 以 唯一 确定 两 个 边缘 密度 
函数 ， 反 之 不 一 定 成 立 . 

多 维 随机 变量 的 相互 独立 性 可 类 似 定义 ， 多 维 随机 变量 的 联合 分 布 函数 等 于 每 个 随机 
变量 的 边缘 分 布 函数 之 积 . 多 维 离散 型 随机 变量 及 多 维 连续 型 随机 变量 相互 独立 的 充 要 条 
件 有 与 二 维 情形 相对 应 的 结论 . 

定义 5 B(X, X, e, X) A n 维 随机 变量 ,车 对 任意 (xi， ‚+з, х) e Rn, 
都 有 
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(zi жу, >т, ma) = [Е (х) 
i=1 
成 立 ， 则 称 随 机 变量 Х|, X,, ---, X 相互 独立 . 其 中 F(x， х, з, w.) (х, Х, 
=, A ) 的 联合 分 布 函 数 ，Fy (x;) 为 X; 的 边缘 分 布 函数 , i=1, 2, =, n. 
(X, X, e, X ) 为 离散 型 随机 变量 时 ， 随 机 变量 ，X,，…，,，X, 相互 独立 的 充 
要 条 件 是 对 任意 的 xi є Оу, i=l, 2, cse п, 都 有 


Р(Х, = X, X, = х2, =» Х, == Mea = xi) 
і=1 
27, Ж Р(Х, =, X,=x;, =, Х,=х,) М(Х, X,, --, Х„) ЮВЕ, Р(Х, = 
x) 8 X, КОЛЕНЕ, 1=1, 2, =, п. 
(Ху, X,, +, A AAEREN, ВЕЛЕ Ху, X,, ---, X, 相互 独立 的 充 
BREE у(х, xx, >, х„), fx), А, 00), 77 А) ЭНЕ A БАИТ 


fay, wz, `, а) = Пл (х) 
i=l 


成 立 . ЖН /(х,, Xz, "~, х.) (Ху, РЫС" X.) 的 联合 密度 函数 ， fx,(x,) 5 X, 的 边缘 
密度 函数 i=1，2,…,n. 


习题 3-3 


1. 在 习题 3-1 的 第 1 题 中 ，(1) 分 别 求 XX 、X, 的 边缘 分 布 律 ; (2) 5 X, 是 否 相 互 
独立 ? 为 什么 ? 

2. 在 习题 3-1 的 第 2 题 中 ,，(1) 求 与 Y 的 边缘 分 布 律 ，(2)X 与 Y 是 否 相 互 独立 ? 
为 什么 ? 

3. 已 知 随机 变量 (X，Y) 的 联合 分 布 律 如 下 ， 当 a, p 取 何 值 时 X 与 Y 相 互 独 立 ? 








4. 设 随机 变量 和 与 了 相互 独立 ， 下 面 列 出 了 二 维 随机 变量 (X，7) 的 联合 分 布 律 及 关 
于 互 和 了 的 边缘 分 布 律 中 的 部 分 数值 ， 试 将 其 余数 值 填 人 表 中 空白 处 . 






P(X=x,)= pi. 








Р(Ү=у;)=р, 


. 70 - 


第 四 节 ”条 件 分 布 


5. 已 知 随机 变量 X，Y 的 分 布 律 如 下 ， 且 P(XY=0)= 1. (1) WR, Y BRES 
律 ; (2) X 与 Y 是 否 相互 独立 ? 为 什么 ? 


X -1 0 1 ү 
1 1 1 
概率 TO 9 п 概率 


6. 在 习题 3-1 的 第 6 题 中 ，(1) 计 算 X, 了 的 边缘 密度 函数 ; (2) 了 与 了 是 否 相 互 独 
立 ? 为 什么 ? 

7. 在 习题 3-1 的 第 7 题 中 ，(1) 计 算 X, 了 的 边缘 密度 函数 ; (2) X Ej Y E SAH H fh 
立 ? 为 什么 ? 

8. 在 习题 3-1 的 第 8 题 中 ，(1) 计 算 X, Y 的 边缘 密度 函数 ; (2) 与 Y 是 否 相 互 独 
立 ? 为 什么 ? 


9. 设 平面 区 域 C 由 曲线 y= 一 及 直线 y=0, х=1, z= 所 围 成 ， 二 维 随机 变量 


(了 ,7 了) 在 区 域 G6 上 服从 均匀 分 布 .(1) 写 出 (X， Y) 的 联合 密度 函数 ; (2) 计 算 X,， 了 Y 的 边 
缘 密度 函数 ;， (3) 铸 与 YY 是否 相互 独立 ?为 什么 ? 
1 


10. 设 区 域 G 为 ; 由 (0, о), (1, D, (о, +]. (G 1) 5 Bus 8 43839 5 a 


ю|- © 
ю|- Б 


w 


2 
(т. о). а.о), (1, 3.) вова, тох, y 服从 区 域 ENI. 
(1) 写 出 (X,Y) 的 联合 密度 函数 ，(2) 计算 X，7 的 边缘 密度 函数 ; (3) x 5 Y ESL 
独立 ? 为 什么 ? 
11. 在 习题 3-2 的 第 2 题 中 ，(1) RX, Y 的 边缘 密度 函数 ; (2) X 与 Y 是 否 相互 独 
立 ? 为 什么 ? 
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在 实际 工作 中 ， 我 们 经 常 考虑 这 样 的 问题 ， 当 一 个 随机 变量 的 取 值 确定 时 ， 另外 一 个 
随机 变量 的 取 值 规律 如 何 ， 比 如， 新 生男 婴 的 身高 和 体重 分 别 用 外 与 Y 表 示 , 已 知 
(X, 了) 的 联合 分 布 ， 新 生男 娶 平 均 身 高 为 50cm. 讨论 当 男 婴 身 高 为 50cm 时 ， 男 婴 体 重 的 
分 布 规律 . 这 需要 引入 条 件 分 布 才能 计算 ,下面 给 出 二 维 离散 型 随机 变量 及 二 维 连续 型 随 
机 变量 的 条 件 分 布 函数 . 


一 、 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 律 
定义 1 设 二 维 离散 型 随机 变量 (X，7) 的 联合 分 布 律 为 P(X=x;, Y=y;)=p;, i, j= 
1, 2, = 当 y e 0; 时 ， 在 给 定 条 件 {Y=y,] 下 随机 变量 工 的 条 件 分 布 律 为 
P(X=x;|Y=y;)= Ž, i=l, 2, sss 
Р.; 


7 
„эў 
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对 于 固定 的 y є 2y ， 记 在 给 定 条 件 {Y=y } 下 的 随机 变量 x 为 X|Y=y,， 其 值 域 记 为 
Оху = (5: Р(Х=х;, Y=y;) #0(y; Be) і=1,:2, э}, 


BIAT, i=1，2，… 满 足 分 布 律 的 两 条 性 质 ， 


j 
Pij 
(1) Росе Fg); х; єх |у; 


(2) У Р(Х =a; |Y = дн 01 


`M x, EN 时 ， 在 给 定 条 件 {X=x; дд Y 的 条 件 分 布 律 为 





P(Y= y;|X= ч)=-— ‚ 2, = 





对 于 固定 的 х; syv， 记 在 给 定 条 件 {1X=x， ,| 下 的 随机 变量 了 为 7|X=x;， 其 值 域 记 为 


Оу х=. = (уу: Р(Х=х;, Ү=у;) 70(х; 固定 ) ， j= 2, се} 同 理 条 件 分 布 律 ， ј= 1 


2，… 也 满足 分 布 律 的 两 条 性 质 . 
例 1 在 第 一 节 例 P, 求 (1) 给 定 条 件 |Y=4| F X 的 条 件 分 布 律 .(2) 给 定 条 件 
{Х=з} 下 了 的 条 件 分 布 律 . 
解 ”由 条 件 分 布 律 的 定义 得 
Р(Х=х;, Ү=4) ра. ра 











РК=.|уУ= у= — = е. 0) 22 Л 
x; | ) Р(Ү=4) Ба Eh l ? , , 6 
36 
那么 
P(X=1|Y=4)=0, P(X=2|Y=4)= P(X=3|Y=4)=0, 
1 1 
P(X=4|Y=4)=—, P(X=5|Y=4)=—, P(X=6|Y=4)=— 
所 以 
X [Y=4 4 5 6 
3 1 1 
w 5 5 5 
P(X=3, Y=y;) Py 
P(Y=y,|X = = =1, 2 р 
同 理 得 ( y;| 3) Р(Ү=у.) a , , 6; 所 以 
6 





НЕХТА, 计算 X( 或 了 ) 的 条 件 分 布 律 可 由 联合 分 布 律 表格 中 列 ( 行 ) 上 的 元 素 除 以 
列 ( 行 ) 和 得 到 . 

例 2 已 知 某 高 校 一 卡通 存款 途径 有 3 种 : 窗口 现金 存款 ， 通 过 校园 圈 存 机 银行 卡 充 
8925: 
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值 ， 支 付 宝 或 微 信 在 线 充值 分 别 用 X= 1，2，3 表示 .3 ЛЕВ ЯРА, L, а. 


存款 金额 (单位 : 元 ) 分 为 3 种 ,“ 小 于 等 于 100”“ 大 于 100 且 小 于 等 于 500” “К 500” , 
分 别 用 Y=1，2，3 表示 .窗口 现金 存款 中 ，3 种 金额 所 占 比例 为 二 ，， 三 ;校园 图 存 机 


银行 卡 充值 中 ，3 种 金额 所 占 比例 为 卫 ， 忆 ， 志 ;支付 宝 或 微 信 在 线 充值 中 ，3 种 金额 所 


HAIS, +, < ЖОХ, 的 联合 分 布 律 
解 “ 由 已 知 得 碟 的 边缘 分 布 律 为 





概率 = = = 


以 及 如 下 条 件 分 布 律 
лал z “3 ү |2 
И. 


1 D3 
l s 2 2 1 
概率 6 S € 概率 5 5 5 


那么 由 P(X=i,，Y=j)= P(X=i)P(Y=j | Х=1), i, ј=1, 2, 3, 得 (X,，7Y) 的 联合 分 布 律 为 

















Үү 
1 2 3 
Ж 

i Ж 2 va 
18 9 18 
2 2 1 

2 15 15 15 
1 1 1 

ч F: y 18 





由 例 2 知 ， 若 已 知 随机 变量 X 的 边缘 分 布 律 ， 并 且 知 道 式 取 任 一 个 固定 值 时 工 的 条 件 
分 布 律 ， 那 么 可 以 唯一 确定 联合 分 布 律 . 如 果 仅 知道 X, 了 的 边缘 分 布 律 ， 一 般 ( 除 碟 与 了 
相互 独立 情形 ) 不 能 唯一 确定 (X，Y) 的 联合 分 布 律 . 


二 、 二 维 连续 型 随机 变量 的 条 件 密度 函数 


二 维 连续 型 随机 变量 的 条 件 密 度 函 数 的 定义 类 似 于 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 
布 律 . 
定义 2 f(x, y) 为 二 维 连 续 型 随机 变量 (X， 7) 的 联合 密度 函数 ， 当 ye О, 时 ,在 
Е (У-у 条 件 下 外 的 条 件 密度 函数 为 
a 
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Каз y) 
fx | y(x |у)= ХУ) 


对 于 固定 的 yey， 记 在 给 定 条 件 {1Y=y} 下 的 随机 变量 和 为 和 | Y=y， 其 值 域 记 为 
Ох |y=y= |x: Че; у) #0(y 固定 ) | 


Kay) 
fy(7) 





，-oo <x<+o ， 其 中 fy(y) >0. 





(1) fx |у |у) = 


>0, хє Оу | үу; 





"а, яй 
+œ to f(x, y) | 

&|у)ах = йез „ш 
о) | ala =] "== ГҮҮ 
当 we 0 时， 在 给 定 {X=zj 条 件 下 了 的 条 件 密度 函数 为 


Кх, у) 
fy|x(y |%)= ГУТ, 


对 于 固定 的 xse4x ， 记 在 给 定 条 件 {1X=x} 下 的 随机 变量 了 为 了 |X=x， 其 值 域 记 为 
Оу |х=„=17: f(x, у) #0(x 固定 ) 上 |. 
同 理 可 以 验证 fy |x(y |x) 也 满足 密度 函数 的 两 条 性 质 . 
下 面 给 出 条 件 密度 函数 的 直观 解释 ， 由 密度 函数 和 概率 之 间 的 关系 知 
fx | y(x | у)Ах==Р(х<Х<х+Ах | Ү=у), 
因为 P(Y=y)= 0， 所 以 取 极 限 





-oo <y<+o ， 其 中 f,(x)>0. 


| . Р(х<Х<х+Ах, y<Y<y+e) 
fx | у(х | y) Ах 人 |y<Y<y+e)= ИР ШР 
~ lim 20) Ах Ў, у) 
“Ме ми 
比较 左右 两 边 ， 这 就 是 条 件 密度 函数 定义 的 原因 . 
定义 3 设 /(x, y) 为 二 维 连续 型 随机 变量 (X，Y) 的 联合 密度 函数 ， 当 ye O, 时 ， 在 
给 定 条 件 {Y=y} 下 了 的 条 件 分 布 函 数 为 | 
в) є лра f Fridu, -в<а<+=, Же (y)>0, 
-® -ә Jy 
当 xe 2, 时 ， 在 给 定 1X=xj 条 件 下 了 的 条 件 分 布 函数 为 
CI лов et 
可 以 验证 条 件 分 布 函 数 F, | у(х | y) 和 Fy | x(y | z) 满 足 分 布 函数 的 四 条 性 质 
例 3 在 第 一 节 例 4 中， (1) 写 出 给 定 条 件 [X=1| 下 工 的 条 件 值 域 0y xi; (2) 求 条 
件 密 度 函数 广 | x(y 11); (3) 写 出 给 定 条 件 |X=x| 下 了 的 条 件 值 域 0y |x-,， 并 求 条 件 密度 
函数 fy [ху |х), Ж О<х<2; (4) 求 条 件 分 布 函数 Fy | х(у11). 


解 (1) 由 已 知 得 ， 给 定 条 件 |X=1} F Y WREN O |x-i=| 于，1]， 如 图 3.12 


所 示 . 
. Ff 





v, -=<у<+®, FEP f,(xz)>0. 
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(2) Leyi M, fy | (y| D-E 2- 2у? „у Е" 


ГТС ли 
12 
р УУ 
жер СИ 
0, 其 他 . 


(3) 当 0<x<2 i, MERX =x] F Y WREN O r= ( 2, 1), m3. 12 


所 示 . 那么 ， 当 0<x<2 B—<y<1 时 ， 











2у? 3⁄2 24y? 
Анод fx PT 2 3 гу ае 
3 8 8 
故 当 0<x<2 时 ， 
) ЖЕ — <] 
лоо) = с 2 
0, 其 他 . 








1 
(4) 因为 Qy|xe1= [7 1), 所 以 当 了 <y<1 时 ， нз ава. 





x y 8 1 和 (2) 的 2，|v-。 
Friaty | ло 1) = |, 2 y = - | 
Е" ! 
故 
1 
0 ИРА. 
° 7 2? 
Fy|x(y|1)=48 3 1 Кы 
8 ө H иы; <. 
gy чиа 
15 y= 1: 


例 4 已 知 X~U(1, 2), `41<x<2 BF, Y| X=x-N(x, o), R(X, Ү) S # 


#8 由 已 知 得 f(x)= | 


1<х<2, 
FSE 34 1<x<2 时 ， 





其 他 . 
1- ба 
frp los е = ‚ —®<у<+о. 
由 条 件 密度 函数 的 定义 知 f(x, y)=fx(x) fy|x(y1x)， 
所 以 


1 {у 09 
е 22, 1<х<2, -%б<у<+%, 
Кх, у)= W2To 


0, 其 他 . 
和 离散 型 情形 相 类 似 ， 知 道 X 的 边缘 密度 函数 及 X 取 任 一 个 固定 值 时 7 的 条 件 密度 函 
数 ， 则 可 唯一 确定 联合 密度 函数 . 
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1. 在 习题 3-1 的 第 1 ДА, K: 
(1) 给 定 条 件 |X=1| F X, 的 条 件 分 布 律 ; 
(2) 给 定 条 件 |X,=0| 下 XX 的 条 件 分 布 律 ; 
(3) 给 定 条 件 |X,=0| F X, 的 条 件 分 布 函数 Кү р (а 10). 
2. 在 习题 3-1 的 第 2 题 中 , +K: 
(1) 给 定 条 件 |Y=1} 下 的 条 件 分 布 律 ; 
(2) 给 定 条 件 1XZ=11f 下 了 的 条 件 分 布 律 . 
3. 在 习题 3-2 的 第 2 题 中 ,， 求 ， 
(1) 条 件 密度 函数 | y(x 11) 与 fx | (z]y), 其 中 |y| <2; 
(2) 条 件 概 率 P(X<Y2 |Ү=1); 
(3) 给 定 条 件 1Y=1| 下 xX 的 条 件 分 布 函 数 Fx у(х |1); 
(4) 给 定 条 件 |Y=y} 下 XX 的 条 件 分 布 函 数 Fy | y(x |y) ， 其 中 |y|<2. 
4. 已 知 (X，Y) 的 联合 密度 函数 为 
f 2e-(t2) ， х>0, у>0, 
J 其 他 
(1) 条 件 密 度 函数 fi |y(x11) 与 fx |y(x1y)， 其 中 y>0; 
(2) (X, 了) 的 联合 分 布 函数 ; 
(3) 概率 P(X<1, Y>2). 
5 设 随 机 变量 (XX，Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 ， 且 XX 与 Y 相 互 独立 ， fy(x)， f,/( Y) 分 别 表 
示 X,， 了 的 密度 函数 .计算 给 定 条 件 |Y=y| F, X 的 条 件 密度 函数 fi | у(х | у). 
6. 设 随机 变量 六 ~E(1)， 当 已 知 了 =x 时 ，Y~U(0, x)， 其 中 x>0. (Хх, У) 的 联 
合 密度 函数 . 
7. 设 某 班车 起 点 站 上 客人 数 蕊 服从 参数 为 A(A>0) 的 泊 松 分 布 ， 每 位 乘客 在 中 途 下 车 
的 概率 为 p(0<p<1) ， 且 中 途 下 车 与 否 相 互 独立 .以 了 表示 中 途 下 车 的 人 数 . 
(1) 求 发 车 时 上 客人 数 为 n RFF, MRA т 人 下 车 的 概率 PIY=m | Х=п|; 
(2) RAEE, Y) 的 联合 分 布 律 ; 


Ж: 


(3) WHE, УЖА Ар 的 泊 松 分 布 . [提示 : Р(Ү=т)= Y P(X=n) P(Y= 


m |Х=п). ] 
第 五 节 二 维 随机 变量 函数 的 分 布 


在 实际 工作 中 ， 要 讨论 随机 变量 函数 的 分 布 情况 .比如 ， 某 高 速 路 收费 站 在 早 高 峰 时 
Ee 


第 五 节 ”二 维 随机 变量 函数 的 分 布 


间 段 内 到 达 的 客车 车 流量 和 货车 车 流量 (X，7) 的 联合 分 布 已 知 ， 问 该 高 速 路 收费 站 在 早 
高 峰 时 间 段 内 到 达 的 总 车 流量 的 分 布 . 这 里 ， 就 要 计算 (X，7) 的 函数 Z= X+Y 的 分 布 . 


一 、 二 维 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 


例 1 在 第 一 节 例 2 中， 讨论 得 优 的 科目 数 Z=X+Y 的 分 布 情况 ， 求 Z 的 分 布 律 . 
解 方法 一 
HX 02,={0, 1, 2}, ЖА 
Р(2=0)= Р(Х=0, Ү=0)= 0.78, 
Р(2=1)= Р(Х=1, Ү=0)+Р(Х=0, Ү=1)= 0. 12+0.02=0. 14, 
Р(2=2)= Р(Х=1, Ү=1)=0. 08. 
所 以 





方法 二 
直接 在 (X，7) 的 联合 分 布 律 表格 中 每 格 左上 和 角 标 出 Z 的 取 值 ， 有 








因此 ， 有 如 下 结论 . 
如 果 二 维 离散 型 随机 变量 (X，2) 的 联合 分 布 律 为 
Р(Х=х;, Ү=у;)=р;, на 2м 
则 随机 变量 (和 ，7) 的 函数 Z=s(X, У) 的 分 布 律 为 ， 
P(Z=g(x;, Yj) )= Pij» L, JF ly 2, 
且 取 相同 g(x, %) 值 对 应 的 那些 概率 应 合并 相 加 . 
特别 地 有 下 面 的 结论 : 
定理 1 (1) 设 X~B(m, р), Ү-В(п, p),， 且 XX 与 Y 相 互 独立 ， 则 
X+Y~B(m+n, p); 
(2) ЙХ-Р(А,), Ү-Р(А,), HX 5 YEI, UH 
X+Y-P(Ài+À,). 
证 明 (1) 因 为 X~B(m, p), Y-B(n, р), ЖА, 与 Y 分 别 表示 m 与 n 重 伯 努 利 


; РР р [1， 第 i 次 试验 “成 功 ”， РЫ 
试验 中 “成 功 ” 的 次 数 . 可 设 М 否则 C=B(l, py, і=1, 2, 


‚т, 


t + 
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т+п 


‚ m+n, M) X = у, Y= У U. H n 重 伯 努 利 试验 的 相互 独立 性 及 重复 性 可 知 ， 这 里 


ї=т+1 


Uis Uz, "же U, 相互 独立 并 且 同 分 布 ， U as Vy “е, 局 ,也 相互 独立 并 且 同 分 布 . 
又 因为 X 与 Y 相 互 独立 ， 所 以 U, Uz, EaP Ui 05415 Uai ТЕБ U nin HEARS. 那么 ， 


X+Y= У U, 表示 min 重 伯 努 利 试验 中 “成 功 ”的 次 数 ， 由 此 得 到 ，X+Y~B(m+tn, p). 
i=1 


(2) 因为 


P(X+Y=k)= > P(X= n)P(X+Y=k|X=n)= Èa- n)P(Y=k-n|X=n) 
n=0 =0 
k k А" АЕ 


еду = 
a ДРАКЕ) ено 





e (AA) k k F 
мА 
охл 


n 





0195) 
шш t, +Л, у^, 05. Ü. 
所 以 ，X+Y~P(Al+A,). 

定理 1 的 结论 可 推广 至 相互 独立 的 个 随机 变量 之 和 的 情形 . 由 定理 1 可知， 相互 独 
立 的 “成 功 ” 概 率 相同 的 二 项 分 布 之 和 仍 服从 二 项 分 布 ， 相互 独立 的 泊 松 分 布 之 和 仍 服从 泊 
松 分 布 . 概率 论 中 将 同类 型 且 相 互 独立 的 随机 变量 之 和 仍 服 从 该 类 型 分 布 的 性 质 称 为 该 分 
布 具有 可 加 性 . 并 不 是 所 有 类 型 的 分 布 都 具有 可 加 性 . 这 里 要 求 随机 变量 相互 独立 ， 从 证 

明 过 程 中 可 知 ， 若 不 满足 这 一 条 件 ， 结 论 则 不 成 立 . 


二 、 二 维 连续 型 随机 变量 函数 的 分 布 


同一 维 连 续 型 随机 变量 函数 的 分 布 计算 方法 类 似 ， 可 以 采用 分 布 函数 法 计算 二 维 连续 
型 随机 变量 函数 的 分 布 . 

设 二 维 连续 型 随机 变量 (X，Z) 的 联合 密度 函数 为 Kx，y) ， 则 随机 变量 (X,Y) 的 二 
ЛВ = а(х, У) 的 分 布 函数 为 


F,(z)= P(Z<z)= Р(а(Х, Y)<z)=P((X, Y) eD,)= fro. y)dxdy, 


Ж, (X, У) ер, j |g(X, Y) <z| 等 价 的 随机 事件 ， T D,= | (x, у): glr: y) 
<z| ZE хоу 平面 上 的 点 集 ( 通 常 是 一 个 区 域 或 者 干 个 区 域 的 并 集 ). M Z=g(X,， 了) 的 
密度 函数 为 fz(z)= Fz(z). 这 种 计算 二 维 连续 型 随机 变量 函数 分 布 的 方法 称 为 分 布 函 
数 法 . 
例 2 设 二 维 随机 变量 (X，Y) 的 联合 密度 函数 为 
O<<<y<1, 


f(x, у)= 0. 其 他 
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K Z= X+Y 的 密度 函数 fz(z). 
解 (1) 因 为 Q;=(0，2)， 如 图 3.13 所 示 ， 当 0<z<l 时 ， 


Cu z 1 
F,(z)= P( Z<z)= P(X+Y<z)= faf 6xdy = RZE — 2x) dx = 一 23. 
Ü а 0 + 
`4 1<z<2 Е, Fy(z)= P( Z<z)= P(X+Y<z) 
1 1 
1= faf 6xdx =1- Í. 3у2-3 (2-у)2ду 
2 а. Z 
1 1 
=1- |, 6zy-32dy=1-3 |2у2-22у |, 
=- 了 432-3z+1 А 


0, 2<0, 






1° ç 0=2<1, 
整理 得 Е;(:)= 


+y= 
(0221) 
3 <` 
-可 +32 -3z+1 г 1=2<2, 


求 导 得 fz(z)= 


-7 +62-3, 1<:<2, 


0, 其 他 . 
定理 2 设 随机 变量 (X，7Y) 的 联合 密度 函数 为 f(x,，y) ， 且 的 边缘 密度 函数 为 
fx(x) ,， 了 的 边缘 密度 函数 为 fy(y)， 则 随机 变量 (X，Y) 的 函数 Z=X+Y 的 密度 函数 为 


Jalaj= | Ka, з) еу) J” Kay, y) dy, 
特别 地 ， 当 随机 变量 X 与 了 相互 独立 时 ， 


a= |” лсд) з) |” (а-у) ОФ. 
证 明 ”对 任意 的 zeR， 


Fz(z)=P(Z<z)=P(X+7<z)= | Kæ, y) drdy= ү Гл, уау] dx 


x+y<z 


=== [“[[ Ka, а-ја [е ао 
由 z 的 任意 性 知 


fz(z)= J fa, z—x ) dx. 


同 理 有 fz(z)= |” (ay, y)dy. 
显然 ， 当 随机 变量 也 与 了 相互 独立 时 ， 
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г |” лол) ds, ,G)= | ” fay) yay. 
这 两 个 公式 称 为 卷 积 公式 .在 概率 论 中 计算 相互 独立 的 随机 变量 之 和 分 布 的 运算 称 为 
卷 积 运算 . 
定理 3 É Х- №, а?) |, Y= Мр», ©з) ‚А X 与 Y 相互 独立 ， 则 X+Y~N(W tu, 
o?+03). 


证 明 由 卷 积 公式 得 
fz(z)= | fx(x)fy(z—x) dx 


Г” 1 (х-н)? 1 (a-a)? 


е 24 ~ e 22 dx 
-® V2TOI V2TO> 


r ] | ] (x-4; а (2-х-ш,)? | 
三 exp1 一 十 dx 
-= 210910 2 о? o 


+® 1. 1 z Т (em) 
мт. | Е аа + š pri a) faj | | 
217010 | -cx 2|\е? аҳ е а өт ` а? 





























1 1 Ші zh ш sa 
ast bent, c= -代入 [ 课 前 导读 ] 中 的 积分 公式 得 
оу 93 оү 03 Ti 
1 й z(a tu) 2 
РОР PEERI. ЭИУ ЫЛ. 
„/2т(0?+03) 


所 以 ，X+Y~N(p tu, o?+0?). 

定理 3 可 推广 至 个 相互 独立 正 态 分 布 随机 变量 的 情形 . 

例 3 &Ж(Х, Y)-N(1, 2, 3, 4, 0), R Z=-X+2Y+3 的 密度 函数 . 

E “由 第 三 节 的 定理 1 得 8~N(1,， 3), Y-N(2, 4). 因为 p=0， 由 第 三 节 的 定理 4 
п, 对 与 YY 相互 独 立 . 又 由 定理 3 得，Z=-X+27+3~N(6，19) ， 所 以 

nen E, 一 oo <z<+%. 
例 4 在 例 2 中 ,利用 定理 2 求 Z 的 密度 函数 . 
解 因为 0Q;=(0，2)， 由 定理 2 知 ，Z=X+Y 的 密度 函数 为 


G= Í Ka, zx) dr, 








0<х=—- 
М 0=<х=:-х=1 时 ， 即 当 2 В, f(x, z—x)= бх. 
a a Ж: 
否则 f(x, z—x)= 0. 于 是 2-1 0 š puy 
0<z<1 
á 0<z<1 BÍ, f, (z) = Ѓе = 32, 如 图 3. 14 所 示 ; 
== =ч  __ В 
0. 2-1 51 х 
当 1<:<2 时 , y; (z) „| dy =- + 6z - 3， 如 图 3. 14 1<2<2 
所 示 . 图 3.14 例 4 的 积分 区 间 
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a 0<z<1, 


所 以 fo(z)= -ү+6-3, 1<2<2, 


0, 其 他 . 
本 题 的 解 题 关键 之 处 在 于 对 区 间 的 讨论 . 


例 5 已 知 随机 变量 与 了 相互 独立 ， 目 都 服从 [0，1] 上 的 均匀 分 布 . R Z= tt 
ДЖ РАЖ /,(). 


f ”因为 27=[0，+o )， 所 以 当 z=0 时 , Pz(z) = P| <] = f(x, y)dxdy， 分 


|x 


情况 讨论 . 如 图 3. 15 所 示 . 





3.15 #15 的 积分 区 域 


当 0<z<l 时 , Е,(2) = ја = Sp, - 
D, 


`4z>1 时, F,(z) = axay = s, =] eh 
D, a 2z 


OQ. 240, 


0=2<1, 


所 以 Е,(2)= А, 


1 
l-> 2221. 


1 
= 0 1 
2° <:2<1, 
І =4 1 
则 fz(z) 一 ， жэ], 
2 


о м 
ж 
= 
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三 、 最 大 值 和 最 小 值 的 分 布 


定理 4 设 连续 型 随机 变量 X 与 Y 相 互 独立 ， 且 匀 的 分 布 函 数 为 Fx(x) ,了 的 分 布 函 


数 为 Fy(y). 则 
(1) 随机 变量 U=max(X, У) 的 分 布 函 数 为 Е, (и) = Еу(и) Еу(ш) ; 
(2) 随机 变量 V=min(X，Y) 的 分 布 函数 为 Fy(v)= 1-(1-Fx(v))(1-Fy(v)). 
通过 求 导 ， 可 以 求 得 U,V 的 密度 函数 . 
证 明 ”由 分 布 函数 的 定义 及 XX 与 Y 相 互 独立 得 
Fó(u)= Р(тах(Х, Y) <u)= P(X<u, Ү<и) 
=P(X<u)P(Y=u)=Fy(u)Fy(u); 
Fy(v)= Р(тіп(Х, У) <v)= 1-P(min( X, Y)>v) 
=1-P(X>v, Y>v)= 1-Р( X>) P( Үз») 
=1-(1-Рү(») )(1-Ру(»)). 
定理 4 可 推广 至 nn 个 相互 独立 的 随机 变量 的 情形 . 


设 连续 型 随机 变量 X, X, e, X, 互相 独立 ， 且 的 分 布 函数 为 Fy (х), i=1, 


2, ++, п, 则 


(1) 随机 变量 U=max(X ，X,，…,X, ) 的 分 布 函数 为 Fu(u)= ғ (и): 
i=1 


(2) ВЕЛЕ V=min(X,, Х,, 00, Х,) 的 分 布 函 数 为 Fy(v)= 1- [I (1-Fx(v)). 
i=1 


例 6 设 X 与 X, 是 相互 独立 的 随机 变量 , HX -E(À I), X, -E(À,). 记 U=max 


(Xi, X2), Ү=тш(Х|, X,). 分 别 求 U, V 的 密度 函数 fj(wu) 和 fy(v). 
# 因为 (2j=[0，+% )， 那么 由 定理 4 可 得 


0, u<0, 
TO aaa, и>0. 
所 以 
天 е l-e 2*)+Ase “(1-e*w*), u>0, 
0, 其 他 . 
因为 Qj,=[0，+%w ) ， 那 么 由 定理 4 可 得 
0, 0<0, 
к=} aao, 020. 


可 知 V~E(Al+A,), 故 
(Ai+A2)e Wi) v>0, 
(v)= 
а м 其 他 . 


由 例 4 可 知 指数 分 布 的 最 小 值 仍 服从 指数 分 布 ， 这 称 为 指数 分 布 最 小 值 的 不 变性 3 
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个 结论 可 推广 至 n 个 相互 独立 的 指数 分 布 随机 变量 的 情形 . 

若 蕊 与 了 是 离散 型 随机 变量 ，(X， 刀 ) 的 联合 分 布 律 为 P(X=x,, Ү=у;)=р;, i, J=1, 
2. sag 则 

(1) 随机 变量 函数 7 = тах(Х, У) 的 分 布 律 为 P(U= max (x, y;))= ру» i, j=1, 
2, 0, 但 要 注意 ，max(x;，y;) 取 值 相同 时 对 应 的 概率 应 合并 相 加 ; 

(2) 随机 变量 函数 Y= min(X，7) 的 分 布 律 为 P(V=min(xi, y;))=p;, i, j= 1, 
2, ++, 但 要 注意 ，min(x;，y;) 取 值 相同 时 对 应 的 概率 应 合并 相 加 . 


习题 3-5 


1. 已 知 (， 了 7) 的 联合 分 布 律 如 下 : 
(1) 25р U=max(X, Y), V=min( X, Y) WOME; 











(2) 求 (U,V) 的 联合 分 布 律 . 
2. 设 随机 变量 X, 了 相互 独立 同 分 布 ， 它 们 都 服从 0-1 分 布 B(1, р). 记 随 机 变量 2Z 
ШЕ: 
l, 如 果 X+Y 为 零 或 偶数 ， 


0, ”如果 X+Y 为 奇数 . 

(1) 求 Z 的 分 布 律 ; 

ONR, ) 的 联合 分 布 律 ; 

(3) Чр 取 何 值 时 , X 与 Z 相互 独立 ? 

3. 设 两 个 相互 独立 的 随机 变量 评 与 了 分别 服从 正 态 分 布 N(0, 1) 和 N(1, 1). 

(1) 分 别 计算 Z=X+Y 和 W=X-Y 的 密度 函数 ; 

(2) 计 算 概率 P(X+Y<1). 

4. 设 忒 与 了 相互 独立 ， 且 X~N2，1)，7~N(1，2)， 试 求 Z=2X-z+3 的 密度 函数 . 

5. 设 X 与 了 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 且 都 服从 均匀 分 布 U(0, 1), + Z=X+Y 
的 分 布 函数 与 密度 函数 . 要 求 用 分 布 函数 法 和 卷 积 公 式 法 两 种 方法 进行 计算 . 

6. Ху, X, ---, ,是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 且 它们 都 服从 指数 分 布 已 (A) ， 
记 бе шек Р "ин 

(1) 求 忌 的 密度 函数 ; 

(2)uFBH V-E(nÀ). 


7. 设 随机 变量 xX 与 相互 独立 且 X~E(1) Y~EC), R Z= MEERN f(a). 
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8. 设 随机 变量 (X，7) 服 从 区 域 D=| (х, у) |1<x, y<31 上 的 二 维 均匀 分 布 , 求 Z= 
|X-Y| 的 密度 函数 fy(z). 
9. ВВЕЛ ОХ, У) 的 联合 密度 函数 为 
et) х>0, у>0, 
Ке NE о 洪 他 
TW Z= X-Y, Ж: 
(1) 概 率 P(X-Y<2); 
(2) Z 的 密度 函数 . 
10. 设 X 与 Y 相 互 独 立 ， 且 X~U(0, 2), Y~U(0, 1), Ё Z=XY 的 密度 函数 . 
11. 设 某 商店 一 天 的 需求 量 是 一 个 随机 变量 ， 它 的 密度 函数 为 
т хе“, x>0, 
OH 其 他 
试 求 该 商店 两 天 的 需求 量 Y 的 密度 函数 ,假定 各 天 的 需求 量 相互 独立 .要求 用 分 布 函数 法 
和 卷 积 公式 法 两 种 方法 进行 计算 . 
12. 设 随机 变量 和 与 了 相互 独立 ， 其 中 和 的 分 布 律 为 





概率 0.3 0.7 


而 了 的 密度 函数 为 A(y) ， 求 随机 变量 Z= X+Y 的 密度 函数 fz(z). 
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二 维 随机 变量 的 
定义 及 分 布 


二 维 随 机 变量 
的 边缘 分 布 


本 章 小 结 


图 普 二 维 随机 变量 的 定义 

能 下 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 函 数 的 定义 、 性 质 及 计算 
戎 滞 联 合 分 布 律 和 联合 密度 函数 的 定义 、 性 质 及 计算 
医 所 二 维 庆 机 变量 相关 事件 概率 的 计算 

医 尖 二 维 卫 机 变量 的 边缘 分 布 函 数 的 定义 及 计算 

所 同 二 维 离散 型 随机 变量 边缘 分 布 律 的 定义 及 计算 

人 能 再 二 维 连 续 型 随机 变量 边缘 密度 函数 的 定义 及 计算 
获 网 两 个 随机 变量 相互 独立 的 定义 及 判别 方法 

国 病 ,个 随机 变量 相互 独立 的 定义 及 判别 方法 

医 铀 随机 变量 相互 独立 的 概念 





и нази 








FE- ANERER БЛ S 3 £b oh Жер ААЙ 





随机 变量 函数 
的 分 布 





ЗЕТЕ У OLLE 
TAWAR HENE EZPARA, ЖАЧА АЯ. 





常用 的 二 维 随机 
变量 





Ж налж 
THESARE ай 
EE — 90 t kb J 





EM- # iz 5 2 Ar 65 37 59 2 Ar л ЖЕ 5 rs 

医 角 二 维 正 态 分 布 的 条 件 分 布 仍 是 正 态 分 布 

氏 疯 两 个 相互 独立 正 态 分 布 的 线性 组 合 仍 是 正 态 分 布 

匿 铀 服从 二 维 正 态 分 布 的 随机 变量 相互 独立 的 充 要 条 件 是 P=0 

医 遍 一 个 正 态 分 布 的 线性 变换 仍 是 正 态 分 布 

医 亚 两 个 随机 变量 服从 正 态 分 布 ， 但 联合 分 布 不 一 定 是 二 维 正 态 分 布 
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g 拓展 阅读 


麦克 斯 韦 速 度 分 布 函数 及 麦克 斯 韦 速 率 分 布 函数 


研究 热 现象 微观 理论 的 关键 方法 是 统计 方法 ， 通 过 统计 方法 可 建立 系统 状态 的 宏观 量 
与 相应 的 微观 量 之 间 的 联系 . 而 统计 理论 中 最 基础 的 理论 是 概率 论 ， 它 是 学 习 热 力学 时 首 
先 要 掌握 的 . 

任何 宏观 物理 系统 的 温度 都 是 组 成 该 系统 的 分 子 和 原子 的 运动 的 结果 . 对 一 个 由 气体 
构成 的 系统 而 言 ， 气 体 分 子 的 热 运 动 是 无 序 的 ,分子 之 间 以 及 分 子 与 容器 内 壁 的 随机 碰 
撞 ， 使 单个 分 子 的 运动 速度 的 大 小 和 方向 不 断 地 发 生 随 机 变化 ， 这 完全 是 偶然 的 . 但 就 大 
量 分 子 的 整体 而 言 ， 这 种 无 序 热 运 动 却 是 有 统计 规律 可 循 的 . 在 平衡 状态 下 ， 分 子 在 各 个 
方向 上 运动 的 机 会 是 均等 的 ， 分 子 按 速 度 有 确定 的 分 布 规律 ， 处 于 一 个 特定 的 速度 范围 的 
粒子 所 占 的 比例 几乎 不 变 . 这 个 规律 也 叫 麦 克 斯 书 速 度 分 布 律 . 

1859 £, J. С. 麦克 斯 书 (James Clerk Maxwell, 1831 年 一 1879 年 ) 首 先 用 概率 的 方法 
获得 气体 分 子 速 度 的 分 布 规律 ， 然 后 由 工 . 玻 耳 兹 曼 通 过 碰撞 理论 将 其 严格 推导 出 . 

#(V,, V,, У) 是 气体 分 子 在 三 维 空间 中 的 速度 分 量 构成 的 随机 向 量 ， 它 服从 三 维 正 


SAEN, C), $Pa=(0, 0, 0)", C=Fh, LAI MHRERE 则 其 联合 密度 函数 为 


{f m т m(u tuy +u? ) 
Жо. mo (aa) е. 
在 物理 中 称 其 为 麦克 斯 书 速 度 分 布防 数 . 其 中 ,是 玻 尔 座 曼 常数 ，T 为 气体 温度 ，m 为 
气体 质量 . 那么 ,根据 nn 维 正 态 分布 的 性 质 知 : AEDE V, V,, V, 相互 独立 且 都 服从 


nfo, s). 可 得 分 子 在 各 个 方向 上 运动 的 机 会 均等 且 互 不 干扰 ， 这 在 物理 中 被 称 为 分 子 的 
运动 无 择优 方向 . 

经 过 如 下 计算 可 得 气体 分 子 的 速率 Z=wW Иру Л 

因为 27=[0，+o ) ， 由 球面 坐标 变换 xx=pcosgsinp，Yy=psingsinp，z=pcosp 得 ， 当 
2208, 


т т т(ъ?+ь? +?) 
Е;()= ] 8 | ао, dv, dv, 
м2 +02+02 <z 


3 


3 3 
2 sf m yz mp2 “(С m Yz га 
= а — = кайр 075. =4 asal уе | 
/, of пө |) so|- 踊 jw a f |Z) ee -路 je， 


求 导 得 
2 (тт т mz? 
a= (р) евз) 


.Fz(z) 即 为 速率 的 密度 函数 ， 在 物理 中 称 其 为 麦克 斯 韦 速 率 分 布 函数 . Z 所 服从 的 分 布 
称 为 麦克 斯 韦 分 布 . 这 种 分 布 对 物理 学 中 的 热学 发 展 起 到 了 推动 作用 . 
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测试 题 三 


1. 设 随机 变量 蕊 与 了 相互 独立 ， 且 都 服从 区 间 [0，3] 上 的 均匀 分 布 . 计算 概率 
P(max(X, Y)<1). 
2. 设 随机 变量 (和 ，7) 的 联合 密度 函数 为 
Ё, 0О<х?”<у<х<1, 
а, »= (0 其 他 
(1) R k WË; ; 
(2)Ж X, 了 的 边缘 密度 函数 ; 
(3) 计 算 概率 Р(Х20. 5), Р(Ү<0.5). 
3. 设 随 机 变量 下 与 了 相互 独立 ， 且 X~U(0，1)，Y~(1) ， 求 随机 变量 Z=2X+Y 的 
密度 函数 . 
4. 设 随 机 变量 (X，7) 的 联合 分 布 函数 为 
I—e *-e?te (25) x>0, у>0, 
0, 其 他 . 
(1) 求 X 与 Y 的 边缘 分 布 函 数 Fx(x) ，Fy(y) 和 边缘 密度 函数 fx(x)，, f(y); 
(2) 计算 P(X+Y<1). 
5. 设 二 维 随机 变量 (X，Z) 在 忆 上 服从 均匀 分 布 , 刀 是 由 直线 y=x 与 曲线 y=w? ВТ 
成 的 区 域 . 
(1) DAR X. Y 的 边缘 密度 函数 ; 
(2) 当 xe О, 时 ， 求 条 件 密度 函数 fy | x(y lx); 
(3) 对 与 Y 是 否 相 互 独立 ? 为 什么 ? 
6. ВЕЛЕ (ОХ, У) 的 联合 密度 函数 为 


F(x, у)= 


ex, O<y<x, 
Кх, у)= о Ай 

(1) xe Оу 时 ， 求 条 件 密度 函数 fy | (yl x); 

(2) 求 条 件 概率 P(X<1 | Ү<1). 

7. 设 平面 区 域 D 是 由 坐标 为 (0,0) (0, 1), (1, 0), ，(1，1) 的 四 个 顶点 围 成 的 正 
方形 , 今 向 D 内 随机 地 投入 10 个 点 ， 求 这 10 个 点 中 至 少 有 2 个 点 落 在 由 曲线 y=x，y=x2 
所 围 成 的 区 域 D 中 的 概率 . 

8. 随机 变量 ，Y 相互 独立 同 分 布 ， 且 于 分 布 函数 为 F(x)， 求 Z=max| 头 ，Y 了 | 的 分 布 
函数 . 

9. 设 随 机 变量 X 与 Y 相 互 独立 ， 且 对 服从 标准 正 态 分 布 VN(0，1), 工 的 概率 分 布 为 


Р(Ү=0)=Р(Ү=1)= > . 记 Fz(z) 为 随机 变量 Z= XY 的 分 布 函数 . 


= g 


测试 题 三 


(1) 求 Fz(z); 

(2) 问 Fz(z) 有 几 个 间断 点 ? 

10. ВУИ X 5 YEMA, ХЕИ М(д, o°), ҮЖМ[-т, т] ЕЙ) 
均匀 分 布 , 求 Z=X+ 了 的 密度 函数 (计算 结果 用 标准 正 态 分 布 函数 b 表示 ， 其 中 


I үк A 
RE еа). 
11. 设 二 维 随机 变量 (了 ， 了 Y) 的 联合 密度 函数 为 
1; 0<<1; 0<у<2х, 
е =la 其 他 
(1) 分 别 求 了 和 了 的 边缘 密度 函数 fx(x)、fy(y); 
(2) R Z=2X-Y 的 密度 函数 f(z). 
12. 设 随 机 变量 X 的 密度 函数 为 


1 
2° —1<х<0, 
fx(*)= 0<х<2, 
4 
о, ”其 他 . 


Ү=Х°2, F(x, у) У ЖЛЕ (х, У) 的 联合 分 布 函 数 . 26. 
(1) 了 的 密度 函数 fy(y); 


(2) r(-4. 4), 
13. ВЕЛЕ ХБ YEARS, X АЧЫ P(X=)=+(i=-1, 0, 1), Y 09 


“үө ПЕЕ ° 
пл) | ың аллә 


1 
(1) Ж [z< |х=о); 
(2) Ж Z 的 密度 函数 fz(z). 


14. 设 二 维 随机 变量 (外 ，Y) 的 联合 密度 函数 为 f(x, у) = Ae, -o <x<+%， 
-o <y<+o ， 求 常数 4 及 条 件 密度 函数 | x(y|x)， 其 中 xe 2. 
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第 四 章 ”随机 变量 的 数字 特征 


[ 课 前 导读 ] 
求 随机 变量 的 数字 特征 ， 需 要 用 到 高 等 数学 中 积分 和 级 数 收敛 的 定义 . 下 面 复习 常用 
的 积分 公式 与 级 数 求 和 的 方法 、 公 式 . 


绝对 收敛 : 如 果 级 数 Èa, 和 > |a, | 都 收敛 ， 则 称 级 数 Èa, њр. 
条 件 收敛 : 如 果 级 数 Ха, жак, 42 > |a | 发 散 ， 则 称 级 数 条 件 收敛 
п= 1 п=1 
级 数 求 和 公式 1; У =e, -0 «хене. 
n=0 


级 数 求 和 公式 2: Ў пр" = (У р") 8 == š 
=1 n=1 (1-р) 


© p æ 
级 数 求 和 公式 3: У, 675, райра атар), yle 
п п= 0 


=0 П 


! 
积分 公式 1: 1, =f" "e de=, п>0. 
0 а" 
+оо Бы 
积分 公式 2: | e tar= от. 


1 
积分 公式 3; | х23/1-х2 = р, 
0 


在 实际 问题 中 ， 随 机 变量 的 分 布 并 不 能 确切 地 知道 ， 而 我 们 常常 关心 的 也 只 是 随机 变 
量 的 取 值 在 某 些 方面 的 特征 ， 这 类 特征 往往 通过 若干 个 实数 来 反映 ， 在 概率 论 中 称 它们 为 
随机 变量 的 数字 特征 . 随机 变量 的 数字 特征 在 解决 实际 问题 中 常常 发 挥 重要 的 作用 . 

这 一 章 我 们 就 来 学 习 随 机 变量 的 数字 特征 . 通过 数字 来 描述 随机 变量 的 分 布 特征 ， 更 
直观 、 更 能 突出 随机 变量 的 分 布 特性 ， 如 随机 变量 的 平均 取 值 、 分 布 的 波动 程度 、 最 大 
值 、 最 小 值 等 .前面 我 们 学 习 的 常用 随机 变量 都 含有 参数 ， 如 正 态 分 布 的 参数 ， 就 是 正 态 
随机 变量 的 数字 特征 ， 它 们 分 别 反映 了 正 态 随机 变量 的 平均 取 值 以 及 分 布 的 波动 程度 . 如 
果 已 知 数字 特征 ， 那 么 正 态 分 布 也 就 完全 确定 了 . 在 某 些 情况 下 ， 随 机 变量 的 分 布 类 型 很 
难 确定 ， 我 们 更 多 的 是 关注 随机 变量 的 分 布 特征 . 比如， 顾客 在 购买 商品 时 关注 的 是 产品 
的 平均 寿命 ， 并 不 需要 了 解 产品 寿命 具体 服从 的 分 布 ; 股民 在 炒股 票 时 ， 在 意 的 是 大 盘 的 
平均 走势 及 波动 情况 ， 具 体 的 大 盘 指 数 服从 何 种 分 布 并 不 关心 。 因 此， 学 习 随 机 变量 的 数 

字 特 征 无 论 在 理论 研究 还 是 在 实际 生活 中 都 是 非常 重要 的 . 

随机 变量 的 数字 特征 主要 包括 数学 期 望 、 方 差 和 标准 差 ， 两 个 随机 变量 的 相互 关系 可 以 
由 协 方差 和 相关 系数 来 表示 . 这 些 数字 特征 又 统称 为 矩 ， 它 来 源 于 物理 中 的 惯性 矩 的 概念 . 
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先 看 一 个 例子 . 
例 1 EFP, LAHKA 40 名 学 生 ， 概 率 统计 成 绩 及 得 分 人 数 如 下 表 所 示 ， 其 中 成 绩 
以 10 的 倍数 表示 . 问 : 甲 、 乙 两 班 概率 统计 的 平均 成 绩 各 是 多 少 ? 


乙 班 分 数 




















解 ” 因 为 班级 的 平均 成 绩 = 总 分 :总 人 数 ， 所 以 
_ 60 - 2+70 .9+80. 18+90. 9+100 .2 

甲 班 的 平均 成 绩 = 2+9+18+9+2 
2 9 18 9 2 
“ot 。 区 +80 。 140190 . 10100 . 402800). 
同 理 乙 班 的 平均 成 绩 =40 . 3460 . 工 ;170 . 8 go. 13.90 . +100 - 7 -g0( 2) 

Ë ] Ў 40 40 40 40 40 40 i 

上 式 表明 计算 平均 成 绩 也 可 以 用 各 个 成 绩 乘 以 相应 频率 求 和 表示 ， 就 是 求 成 绩 的 加 权 
平均 ， 权 重 为 相应 的 频率 . 若 将 成 绩 看 作 随 机 变量 ， 记 为 X， 其 取 值 为 x| ，x,，…， 将 相 


应 的 频率 看 作 概 率 ， 为 p, ，p,，…， 同 样 得 到 反映 随机 变量 平均 取 值 的 数字 特征 E( X) = 
У xp,， 我 们 称 之 为 随机 变量 的 均值 或 数学 期 望 ， 下 面 给 出 离散 型 和 连续 型 随机 变量 数学 
i=1 

期 望 的 定义 . 





=60 








一 、 数 学 期 望 的 定义 


定义 1 设 闷 是 离散 型 的 随机 变量 ， 其 分 布 律 为 P(X=x)=p;， 
;=1，2，…， 如 果 级 数 xp 绝对 收敛 ， 则 称 
ї=1 





i=l 
为 离散 型 随机 变量 X 的 数学 期 望 ， 也 称 作 期 望 或 均值 
定义 中 要 求 级 数 хр, 绝对 收 化 是 为 了 保证 数学 期 望 的 唯一 性 .车 级 数 xp, 条 件 
š =: i=l 
KA, BAS. хр, 改变 项 的 次 序 后 ， 其 和 不 唯一 ， 只 有 当 级 数 хур, 绝对 收敛 时 ， 改 变 项 
=] i=l 
的 顺序 才 不 影响 和 的 唯一 性 ， 即 绝对 收 伍 级 数 具 有 可 交换 性 


.90 - 


第 一 节 ”数学 期 望 
例 2 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 分 别 为 
ү 于， 
(1) p| x=] =Z, i 2, w 


(2) х=) 2) = 


(3) хс F), і=1, 2, 
在 三 种 情形 下 ,试问 E(X) 是 否 存 在 ?为 什么 ? 

解 ооа, (=Y. 十 = 总 小 发 表 ， 所 以 由 随机 变 量 数学 期 望 的 定义 
知 E(X) 不 存在 ; 


(2) 尽管 级 数 | = СР”. =} СО нца, aY | == 
i=1 i=1 i=l =1 





Y 工 发 散 ， 所 以 由 数学 期 望 的 定义 知 EX) 不 存在 ; 


i=] l 

(3) изну, |а; |p; = y>. E ОИ, HOA BAERE AEX) 存在 . 

Re ee ee ЧИМ fo)! 
型 随机 变量 的 情形 . 首先 将 连续 型 随机 变量 X 的 取 值 
“离散 化 ”， 即 将 的 值 域 2 分 割 成 n 份 ， 记 第 i 份 
为 [x;，x;+Ax;)，i=1，2, .---, n ， 在 每 一 个 小 区 
间 , 针 的 取 值 近似 为 x;， 相 应 的 概率 为 P (x, < X<x;+ 
a= |" ' f(x) dx = f(x.) Ax;， 如 图 4.1 所 示 . X 
“离散 化 "后 视 为 离散 型 随机 变量 ， 其 分 布 律 近似 为 。” 图 4 1 连续 型 随机 变量 “离散 化 ” 









Q, X, ХЕАх, х 









f(x) Ах, 





概率 Кх) Ах; 





дух KESEN Ý хур, i > * f(x.) Ах. 令 这 个 小 区 间 长 度 的 最 大 值 À = max ( Ax.) 
一 0， 得 到 的 平均 值 精确 为 fm =p lim D (xo) An [7 аа) de。 这 就 是 连续 型 
机 变量 的 数学 期 望 ， 和 离散 型 随机 变量 类 似 ， 要 求 | afa) dx 绝对 收 全 

定义 2 设 XX 是 连续 型 随机 变量 ,其 密度 函数 为 /(x)、 如 果 广 义 积分 | ”xf(x) dx 绝 
对 收敛 ， 则 称 


E(X)= N xf(x)dx 


为 连续 型 随机 变量 X 的 数学 期 望 ， 也 称 作 期 望 或 均值 . 
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数学 期 望 刻画 随机 变量 取 值 的 平均 数 ， 有 直观 含义 ， 同 时 它 也 有 物理 含义 . 若 在 数 轴 
上 放置 一 单位 质量 的 细 棒 ， 在 离散 点 x; 处 分 布 着 质点 其 质量 为 办 ，i=1，2，…， 则 


Y хут, 表示 该 细 棒 的 重心 坐标 ， 如 图 4.2 所 示 ; 或 若 在 数 轴 上 放置 一 单位 质量 的 细 棒 ， 
i=l 


它 有 质量 密度 函数 的 z) ， 则 | ”xf(*) dx 表示 该 细 棒 的 重心 坐标 ， 如 图 4 3 所 示 . 





/0 КЕЕ хх) 





重心 坐标 Ухт, 
il 




















X, A EA x 


图 4.2 质量 离散 分 布 的 单位 质量 细 棒 的 重心 坐标 ” 图 4.3 质量 连续 分 布 的 单位 质量 细 棒 的 重心 坐标 
š l шге 
例 3 设 随机 变量 X 的 密度 函数 为 /(4)= 一 -o <х<+=, WE Е(Х) {РЁ 
x 
在 ? 为 什么 ? 





ж ”因为 
十 oo + оо 1 1 
j- аа) | lal Ta 
+% |x] 1 f+% 1 з аб 

ах = dx? = 1(1 +x? =+ 

而 | IT e al er adn ae k в, 
0 

同 理 | к. жү 


-ә т(1+х?) 
所 以 | а Иа) аа ЖЖ. 


由 连续 型 随机 变量 数学 期 望 的 定义 知 E(X) 不 存在 . 

由 定义 知 ， 随 机 变量 的 数学 期 望 只 与 其 分 布 有 关 ， 一旦 分 布 确定 ， 期望 也 就 唯一 确定 
Т. 因此 我 们 称 数 学 期 望 为 该 分 布 的 数学 期 望 , 下面 给 出 常用 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随 
机 变量 的 数学 期 望 ， 可 以 验证 下 列 常用 随机 变量 的 数学 期 望都 存在 . 

例 4 设 有 离散 型 随机 变量 X， 在 下 列 三 种 情形 下 分 别 计算 随机 变量 X 的 数学 期 望 (X). 

(1) KA р); (2) Х~В(п, р); (3) X=P(A). 

解 (1) 因为 X~B(1, p)， 所 以 X 的 分 布 律 为 


X 0 1 
概率 q p 





这 里 g=1-p， 由 期 望 的 定义 得 
E(X)= 0 · q+1 ° p=p. 
(2) 因为 X~B(n,p)， 所 以 X 的 分 布 律 为 
‚902 . 


P(X=k)= (|. k=O, 1. ===, ж 
由 期 望 的 定义 得 


n! Ë k 
a irge = EN E "ЫЫ 


< n-1)! А hep аг бы. 
- У ср с == ы мону |" ПЕ 
(3) 因为 X~P(A)， 所 以 X 的 分 布 律 为 
e s 5 
Р(Х=)= те à k=0, 1, 2, 
由 期 望 的 定义 得 


2. Аң е Акі. «ел Ө А 
Е(Х)= 上 一 e 人 = 和 e Мет У —=Àe el =). 
2, k! 之 [ED Èi 


下 面 给 出 常用 离散 型 随机 变量 数学 期 望 的 直观 解释 . 0-1 分 布 В(1, p) 对 应 着 概率 
模型 一 次 试验 的 “成 功 ” 次数， 其 数学 期 望 表示 一 次 试验 的 平均 “成 功 "次数 ， 它 恰好 是 
参数 p， 二 项 分 布 B(n，p) 对 应 着 概率 模型 n 重 伯 努 利 试验 的 “成 功 ” 次 数 ， 由 于 二 项 分 
布 是 参数 p 相同 的 nn 个 相互 独立 同 分 布 的 0-1 分 布 之 和 ， 一 次 试验 的 平均 “成 功 ” 次 数 为 
Зр, ЛА п 次 试验 的 平均 “成 功 ”次数 就 应 为 np. 泊 松 分 布 对 应 着 概率 模型 一 一 单位 时 
间 内 “稀有 ”事件 发 生 的 次 数 ， 其 数学 期 望 表示 单位 时 间 内 “稀有 ”事件 发 生 的 平均 次 数 ， 
它 恰 好 是 参数 A. 

15 设 有 连续 型 随机 变量 X， 在 下 列 三 种 情形 下 分 别 计算 随机 变量 X 的 数学 期 望 
E(X). 

(1) X~U(a, b); (2) Х-Е(А); (3) X~N(p, o°). 

解 (1) 因为 X~U(a, 5)， 所 以 的 密度 函数 为 ， 


1 
Raj- E a<x<b, 
0, 其 他 . 








由 期 望 的 定义 得 
x a+b 


E(X)= М ха) а |" а=, 
(2) 因为 ~E(A)， 所 以 X 的 密度 函数 为 


( ={° х>0, 
Л (0, 1м 
由 期 望 的 定义 及 [ 课 前 导读 ] 中 的 积分 公式 1 得 


+œ +œ -局 1 [ү 
Е(Х)= |” аус) аке |” sedesa = 
(3) 因为 ~N(1w，o?*)， 所 以 的 密度 函数 为 
f(x)= 


_ (э-н)? 
е 22. 








1 
V2TC 
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由 期 望 的 定义 得 

















= 


Е(Х)= ИЕ а йж 
V2TO 


上 式 使 用 了 密度 函数 的 规范 性 |“ f(x)dx=1. 


се за лнй WERK). Hn WARN, URRA 


2т 


注 : 事实 上 ,| г" . 





1 
21 

下 面 给 出 常用 连续 型 随机 变量 数学 期 望 的 直观 解释 . О (а, Б) 分 布 对 应 的 物理 模型 即 
为 质量 在 [a,，4b] 上 均匀 分 布 的 单位 质量 细 棱 . 它 重心 所 在 的 位 置 也 即 它 的 数学 期 望 应 为 区 
Га, Ь] 的 中 点 . 指数 分 布 与 泊 松 分 布 是 有 联系 的 ， 泊 松 分 布 对 应 着 单位 时 间 内 “稀有 ” 事 
件 发 生 的 次 数 ， 指 数 分 布 就 对 应 着 相 邻 的 “稀有 ”事件 到 达 的 时 间 间 隔 . 由 泊 松 分 布 的 数学 


期 望 知 单位 时 间 内 “稀有 ”事件 发 生 的 平均 次 数 是 和 ， 那么 平均 起 来 每 隔 一 时 间 会 有 一 个 





2 
e ?dt. 


函数 ， 该 积分 为 0， 当 n 为 偶数 时 ， 被 积 函 数 为 偶 函 数 ， 该 积分 为 2 


“稀有 ”事件 到 来 ， 所 以 相 邻 “稀有 ”事件 到 达 的 平均 时 间 间 隔 应 为 二 这 样 我 们 从 直观 上 得 


到 指数 分 布 的 数学 期 望 就 是 一， 对 正 态 分 布 而 言 ， 它 的 密度 函数 的 图 像 关于 直线 x =y 对 


称 ， 其 期 望 存在 ， 所 以 它 的 平均 取 值 就 为 x. 
我 们 还 得 到 这 样 一 个 结论 ， 知 随机 变量 的 分 布 律 或 密度 函数 的 图 像 是 轴 对 称 图 形 ， 即 
随机 变量 是 对 称 分 布 的 ， 且 数学 期 望 存在 ， 那 么 ， 期 望 的 大 小 就 是 对 称 轴 所 在 位 置 的 坐标 


(й. 例如 ， 均 匀 分 布 V(a， 4b) 的 密度 丽 数 的 图 像 关于 x= 号 对 称 ， 它 的 期 望 就 为 全 下 
态 分 布 的 情形 类 似 . 例 3 中 ,虽然 随机 变量 的 分 布 关于 y 轴 对 称 ， 但 期 望 不 存在 ， 因 此 
Е(Х)= 0 是 错误 的 结论 . 

二 、 随 机 变量 函数 的 数学 期 望 


实际 问题 中 经 常会 碰 到 这 一 类 问题 ， 若 已 知 廊 的 分 布 ，Y=g(X) 的 数学 期 望 能 否 得 到 ? 
例如 ， 已 知 圆 管 直 径 X 的 分 布 ， 我 们 关注 圆 管 横 截 面 面 积 y= me 的 数学 期 望 y HE X 


的 函数 ， 也 是 随机 变量 ， 它 的 数学 期 望 可 以 这 样 得 到 ， 由 外 的 分 布 ， 先 求 出 了 的 分 布 ， 再 由 
期 望 的 定义 得 到 了 的 数学 期 望 . 还 有 一 种 更 为 简单 的 方法 ， 首 先 我 们 看 这 样 一 个 例子 . 
例 6 已 知 X 的 分 布 律 为 








HECO Е(Х2), Е(Х?). 
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解 ” 由 XX 的 分 布 律 可 得 到 X? 及 XX 的 分 布 律 为 











x l 4 А? -1 1 8 
概率 3/4 1/4 概率 1/4 1/2 1/4 
所 以 
1 1 l- 8 
E(X)=-1 —+1 < 一 +2 ° —=— 
£ 2 4 4” 
3 1 3 
E(X2)=1 - —+4 .一 =1 一 
( 4 4 4 
1 1 1 1 
Е(Х?у=—=1+— +1 +—#8=+—=2—. 
ы 4 2 4 4 
我 们 发 现 也 可 以 这 样 计 算 
3 1 J < 
Br р: 1622 жеш 20. 
(уез, е ) | 下 = 之 Pi 


1 1 1 1 1 L $ 
E(X:)=-1 - ерен =(-1)? 9 590? ri р» 
KYA Ү=2(Х) ВОЛЕ, HSE HIH X 的 分 布 ， 就 能 计算 Y= (2X) 的 数学 期 望 
这 种 方法 总 结 为 了 佚名 统计 学 家 公式 ， 即 随机 变量 函数 的 期 望 计 算 公 式 . 称 之 为 佚名 
统计 学 家 公式 ， 是 因为 它 首 先是 由 统计 学 家 提出 的 ,但 究竟 是 谁 最早 提 出 的 已 经 查 无 考 
证 . 我 们 不 加 证 明 地 给 出 该 公式 . 


定理 1( 随机 变量 一 元 函数 的 期 望 公式 ) (1) 设 X 是 离散 型 随机 变量 ， 其 分 布 律 为 
Р(ЖК=.)=р,‚ ®=1, 2, =s, 如 果 级 数 Y gC) p; 绝对 收敛 则 的 一 元 函数 Y=g(X) 的 
i=l 
数学 期 望 为 





ELg(X)]=2 g(xi)pi- 
i=l 
(2) W X 为 连续 型 随机 变量 ， 其 密度 函数 为 (<). 如果 广义 积分 ”g(x)f(x)dx 绝 
对 收敛， 则 的 一 元 函数 Y= g O) 的 数学 期 望 为 
ELg(X)]= |” а) а 


例 7 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 P(X=k)=— 5=0，1，2，.…。 计算 (1)E(X); 


(2)Е(Х?2). 
解 (1) 由 分 布 律 的 性 质 得 


=. 1 
= È Pa= 0} rr pr 


因此 c=e-!,， 于 是 P(X=k)= ет! =, k=0, 1, 2, =. 由 此 可 知 ， 随 机 变量 和 服从 参 


数 为 A=1 的 汝 松 分 布 ， 进 而 有 天 (X)= 和 = 1. 
(2) 因为 X~P(A)， 其 中 和 =1， 则 
‚95. 
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оо о А" æ ВАР! 
Е(Х?)= У WPP(X=k)= У Е - е^—=ле”* у — 
а 2, 2, ғ k! I кет оу 








=Á (ЖЕТА Q< As |- al А”! э AF1 | 
= > Сатарга DUDA] 


k=1 k=1 k=2 





he y Aa Spana +е^)= А?+А. 
= eT | (06 te 
将 和 =I 代 入 得 ,五 (天 )= 2. 
Jg 0 
例 8 设 随机 变量 x 的 密度 函数 为 /(x)= | ' нен, ж: (1) E(X); 


(2) E( e7 2*2), 
解 (1) 由 已 知 得 X~E(A)， 其 中 和 =2. 那么 
BEOP)= |” a? леза А aN 


i ya -Azs 





将 和 =2 代入 得 ， Е(2)= =. 这 里 用 到 了 [ 课 前 导读 ] 中 的 积分 公式 1. 
(2) 由 随机 变量 函数 的 数学 期 望 公 式 得 
вее е -Pz , 2e 2 dx= |, 2e-4dx 
TE pe _ё +e 2 
|. 2V5e-sdi=VI | е-тш=2ут. 
定理 1 可 以 推广 至 二 维 或 多 维 情形 . 
定理 2( 随机 变量 二 元 函数 的 期 望 公 式 ) (1) 设 (X, 了) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ， 其 联 
АНЫЙ РОХ, Ү=ууу=ру, is j=1，2，… MRIS, DeC, yp AA, 
і=1ј= 1 
ОХ, У) 的 二 元 函数 а(х, Y) 的 数学 期 望 为 
E[g(X, Y)]=>, У а(х, уу)ру. 
i=1j=1 
特别 地 


E(X)= È У р, Е(Ү)= x: У уру 
(2), ү) 是 一 维 连续 型 随机 变量 ， 其 联合 密度 函数 为 As у). 如 果 广 义 积分 
Г gx, у), у) ау Аск, ШОХ, 了) 的 二 元 函数 g(X，Y) 的 数学 期 望 为 
Е[&(Х, Ү)]=] J ex， у)/\х, э) ад 
特别 地 


Е(Х)= [| | а, y) dudy, 


ECOD= | x, y)drdy. 
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例 9 已 知 二 维 随机 变量 (XX，7) 的 联合 分 布 律 为 











计算 (1)X ,了 Y 的 期 望 E(X)，E(Y) ; (2)Z=XY 的 数学 期 望 E( Z). 
解 (1) 方 法 一 


HX, Y 的 联合 分 布 律 得 和 和 了 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


0 1 ү 0 1 2 
3 l 5 1 5 
| a- F ЖЖ m p E 
由 数学 期 望 的 定义 得 


3 Hal 5 1 5 
E(X)=0- 7+! т, т иако бга 
历法 一 
不 必 计 算式 和 工 的 边缘 分 布 律 
= 区 е < f Тм CURAI 
в) Ў, Ў ау а Zn (35+): G )- 
is} j=l 


一 十 一 十 一 | 二 一 ， 
3 13 121212) 4 
= s. = 1 1 有 rl 
E(Y)= У, Lyp; У у; 2. p = 0 > 上 (2+5) 2 . (5. jn 
i=lj=1 j=1 i=l 12.12 
1 r ta 
(2) Е(2)= WE Pe 


随机 变量 函数 的 期 望 公式 非常 重要 . 事实 上 ， 后 面 我 们 介绍 的 方差 、 协 方差 和 相关 系 
数 等 都 是 随机 变量 函数 的 期 望 ， 所 以 要 求 熟练 掌握 使 用 以 上 这 些 公式 进行 期 望 的 计算 . 


三 、 数 学 期 望 的 性 质 


对 于 复杂 的 随机 变量 函数 的 期 望 计算 ， 需 要 使 用 数学 期 望 的 性 质 .这 些 性 质 对 于 讨论 
随机 变量 的 数字 特征 非常 有 用 . 


定理 3 ”数学 期 望 的 性 质 : 

(1) Жс 为 常数 ， 则 BE(c)= c; 

(2) BX AIEE, Н E(X) 存 在 ，k，c 为 常数 ， 则 E(kX+c)= КЕ(Х)+с; 

(3) 设 X,， 了 7 为 任意 两 个 随机 变量 , Н E(X) 和 E(Y) 存 在 , W Е(Х+Ү)= Е(Х)+Е(Ү); 


(4) 设 并 与 了 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 且 E(X) 和 E(Y) 存 在 , MJ E(XY)=E(X)E(Y). 
证 明 (1) 由 下 面 的 补充 说 明知 ,，E(X)=c . 1=c. 


性 质 (2) (3), (4) 只 给 出 连续 型 情形 的 证 明 ， 离 散 型 情形 类 似 . 
(2) 由 随机 变量 一 元 函数 的 期 望 公式 及 积分 的 性 质 得 


Е(АХ+с)= Ya Сак) (yma ks жуде е. Кх) ах=ВЕ(Х) + 


“WY 
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(3) 由 随机 变量 二 元 函数 的 期 望 公式 及 期 望 定义 得 
E(X+y)= | | (х+у)/\х, y)dxdy 


= { |. xf(x, y)dxdy+ Үр yf(x, у) ахау 
Кыйды жеар» 


= J” лов |” Ody 
=Е(Х)+Е(Ү). 
(4) 因为 X 8 YATARSA, IHBB BUEN ло ЄВ ЗЕВС RAO E ESS 


Е(ХҮ)= уте xyf(x, y) dxdy= f xfy( x) Г" Wy) а |а 
=E(Y) i xf (x)dx=E(X)E(Y). 


性 质 (1) 中 需要 补充 说 明 的 是 ， 严 格 意义 上 的 常数 < 不 具有 随机 性 ， 从 而 不 是 随机 变量 
但 在 概率 论 中 ， 为 了 讨论 方便 ,将 常数 < 视 为 随机 变量 的 一 种 极端 情形 ， 是 一 个 特殊 的 随机 
变量 ， 其 分 布 律 为 P(X=c)= 1， 称 它 是 服从 参数 为 c 的 退化 分 布 ， 同时 退化 分 布 也 包含 这 样 
aku р ен А „о (0, 点 子 落 在 圆心 ， o 
一 种 情形 ， 我 们 举例 说 明 .向 单位 国内 所 点子 ， 设 X= h ЛА X 是 通常 意 
义 上 的 随机 变量 ， 且 P(X=2)= 1， 这 时 ，X 也 被 称 作 是 服从 参数 为 2 的 退化 分 布 . 

性 质 (4) 中 ， 条件 X 与 Y 为 相互 独立 的 随机 变量 可 以 放宽 为 X 与 了 是 不 相关 的 随机 变 
量 ( 见 第 三 节 定 义 3)， 这 时 就 有 Е(ХҮ)=Е(Х)Е(Ү). 特别 要 注意 的 是 ， 当 E( XY)= E( X) 
E(Y) 时 , X5 Y REEI. 

性 质 (2) (3). 、(4) 可 推广 至 多 维 随机 变量 的 情形 . 


对 任意 的 随机 变量 对 ，X,，…，X,， 当 E(X;) 存 在 时 , i=1, 2, =, п, 有 


Е[У, (kX, + с) |= У, [RECX)+e;], 
i=1 b= 1 
ЖФ, ka, з, kp, ср, со, ，…，c, 是 常数 . 
当 随 机 变量 Х|, X,, ---, X, 相互 独立 且 E(X; FE, i=1,，2,，…, п, 有 
Е[[](®Х, + с) |= II[kE(X) + е]. 
= i=l 
HEP К, ka, e, kps сү, су, с, с, 是 常数 . 
例 10 ARE АЛ НАС CERE 和 (单位 : 万 小 时 ) 的 密度 函数 为 


2 x>2 
f(x)= 4а2' ' 
0, 其 他 . 


公司 每 售 出 一 台 机 器 可 获 利 1600 元 ， 若 机 器 售 出 后 使 用 2. 2 万 小 时 之 内 出 故障 ， 则 应 予 
以 更 换 ， 这 时 每 台 亏 损 1200 元 ; 车 在 2.2 到 3 万 小 时 之 间 出 故障 ， 则 予以 维修 ， 由 公司 
负担 维修 费 400 元 ; 在 使 用 3 万 小 时 后 出 故障 ， 则 用 户 自己 负责 . 求 该 公司 售 出 每 台 机 器 
的 平均 获 利 . | 
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解 ” 设 了 表示 每 台 机 器 的 获 利 (单位 : 百 元 ) MH 
16-12, 2<Х<2.2, 
ү=416-4; 2.2=Х<3, 
16, X>3. 
显然 了 是 的 函数 , S Y=e(X), ， 由 随机 变量 函数 的 数学 期 望 公式 得 平均 获 利 为 
+® 2.2 2 3 2 +® 2 
Е(Ү)= Elg(x)]= э g(x)f(x) dx= | 4 йж L. 12 :dxt 16. Sd 
-13 于 ~1394( 元 ) 


故 该 公司 售 出 每 台 机 天 的 平均 获 利 为 1394 元 . 





习题 4-1 
1. 设 随机 变量 和 的 分 布 律 为 
x -2 0 1 
概率 0.3 0.2 0.5 


POR E(X). Е(Х2) 5 Е(3Х2+5). 

2. ВВЕЛ X JR AZ 3 2 的 指数 分 布 ， 随 机 变量 了 服从 二 项 分 布 有 (2，0.5)， 
计算 E(X-3Y-1). 

3. 2 X Жок 10 次 相互 独立 重复 射击 中 命中 目标 的 次 数 ， 每 次 命中 目标 的 概率 为 0. 6. 
БОК X2 的 数学 期 望 (2X?+3). 

4. 设 随机 变量 的 密度 函数 为 


BRE), Е(Х2) У 5), 
5. 设 随机 变量 X 的 密度 函数 为 





ES i О<х<т 
flx)=12 2° 7 ; 
0, 其 他 . 
对 相互 独立 重复 地 观察 4 次 , 用 了 表示 观察 值 大 于 -的 次 数 ， Ж: 
(1)Х 的 数学 期 望 E(X)，; 
(2) 了 的 数学 期 望 E( Y). 


6. 已 知 某 百货 公司 每 年 顾客 对 某 种 型 号 的 电视 机 的 需求 量 是 一 个 随机 变量 ,对 服从 
集合 |1001，1002，…，2000| 上 的 离散 型 均匀 分 布 . 假定 每 出 售 一 台电 视 机 可 获 利 300 
Jú; 如 果 年 终 库存 积压 ， 那 么 每 台电 视 机 带 来 的 亏损 为 100 元 . 试问 : 年 初 公司 应 进 多 少 
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货 ， 才 能 使 年 终 带 来 的 平均 利润 最 大 ? 假定 公司 年 内 不 再 进货 . 

7. 设 某 种 商品 每 周 的 需求 量 是 连续 型 随机 变量 X,，X~ UV(10，30) ， 经 销 商 店 进货 
量 是 区 间 [10，30] 中 的 某 一 个 整数 . 商店 每 销售 一 单位 商品 可 获 利 500 元 ; 若 供 大 于 求 则 
剩余 的 每 单位 商品 带 来 亏损 100 元 ; 若 供不应求 ， 则 可 从 外 部 调剂 供应 ， 此 时 经 调剂 的 每 
单位 商品 仅 获 利 300 元 . 为 使 商店 所 获 利润 期 望 值 不 少 于 9280 元 ， 试 确定 最 少 进货 量 . 

8. 已 知 二 维 随 机 变量 (外 ，7) 的 联合 分 布 律 为 








x 0 1 2 
0 0.25 0.10 0. 30 
1 0. 15 0. 15 0. 05 
EX Z=max(X, Y). Ж: 
(1)X、 了 的 期 望 E(X)、E(Y); 
(2)X?. Y ЮН E(X2). E(Y2); 
(3)Z 的 期 望 E( Z). 
9. 已 知 二 维 随机 变量 (和 X， 了 ) 的 联合 密度 函数 为 
1.,- 0<х<1, 0O0<y<2x, 
Кх, у)= 


0, 其 他 . 
EX Z=min(X, Y). 计算 : 

(1)X、 了 的 期 望 E(X)、E(Y); 

(2)X2. Y ЯП XY WHEE), Е(Ү?), E(XY); 

(3)Z 的 期 望 B(Z)， 

10. 假定 在 自动 流水 线 上 加 工 的 某 种 零件 的 内 径 ( 单 位 : mm)X- (ш, 1). 内 径 小 于 
10 或 大 于 12 为 不 合格 品 ， 其 余 为 合格 品 ， 销 售 每 件 合格 品 获 利 20 元 ; 零件 内 径 小 于 10 
或 大 于 12 分 别 带 来 亏损 1 元 、5 元 . 试问 ， 当 平均 内 径 风 取 何 值 时 ， 生 产 1 个 零件 带 来 的 
平均 利润 最 大 ? 
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甲 班 成 绩 分 布 
第 一 节 例 1 续 甲 、 乙 两 班 概率 统计 的 0.4 | J 
FARSEN, З ЕВЕ жү) | | 
赛 ， 应 选 哪个 班级 ? ОНИЕ | | РЕ 
由 图 4. 4 观察 发 现 甲 班 的 成 绩 更 集中 、 40 50 60 70 80 90 100 
更 稳定 ， 故 应 选 甲 班 参加 比赛 ,怎样 刻画 随 ws... 
机 变量 分 布 的 稳定 性 或 者 波动 程度 ? EIS o жаз 
照 的 标准 选取 为 随机 变量 取 值 的 中 心 位 置 即 ae 03 | 
SFWA ш, ЭЕ АЭС Р a 的 偏离 即 紧 02 I | | Ë 
为 4， 它 是 一 个 随机 变量 ， 所 以 取 其 数学 Ë A б 60 70 80 90 100 
WA E(X-n), ERHAN E AE 分 数 


消 ， 再 考虑 E( |X-| ) ， 带 绝对 值 的 计算 会 图 4.4 甲乙 两 班 概率 统计 成 绩 的 频率 分 布 
- 100. 
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复杂 许多 ， 因 此 改 为 E[ (X=-)”] 来 衡量 随机 变量 的 波动 程度 .这 就 是 随机 变量 男 一 个 重要 
的 数字 特征 一 一 方差 ， 记 为 D(X). 为 什么 波动 参照 的 标准 选取 为 1h? 原因 如 下 . 令 f(a)= 
E[(X-a)2], 则 f(a)=E[ (X-u+u-a)?] =E[ (X-u)? ]+Е[(и-а)? 1+2(и-а)Е(Х-ш)= D 
_ (X)+(u-a)22ZD(X). 说 明 当 波动 参照 的 标准 选取 为 时 ， 波 动 将 达到 最 小 值 . 下 面 给 出 
方差 的 严格 定义 . 


一 、 方 差 和 标准 差 的 定义 
定义 ИХ “ВЕЛЕ, WR EI[X-E(X) ]”| 存 在， 则 称 


Р(Х) АЕ\(Х-Е(Х)]?| 
为 随机 变量 X 的 方差 . 称 方差 D( X) 的 算术 平方 根 


cy A /D(X) 





为 随机 变量 蕊 的 标准 差 . 

由 于 方差 的 单位 是 随机 变量 单位 的 平方 ， 所 以 在 实际 中 我 们 经 常 使 用 与 随机 变量 量 纲 
相同 的 标准 差 . 但 标准 差 必须 由 方差 计算 得 到 ， 所 以 理论 中 主要 是 计算 方差 . 物理 中 , PJ 
值 是 质量 分 布 的 重心 ,方差 则 代表 惯性 矩 . 

在 实际 计算 方差 时 ， 我 们 更 多 的 是 使 用 下 列 公 式 ， 这 样 更 简便 . 

D(X)= Е(Х)?-[Е(Х) ]?. 
这 是 因为 
D(X)=E|[X-E(X)]2| =E|X2-2XE(X)+[E(X) ] | 
=Е(Х?)-2Е( XE( X) ]+E[ E( X) ]2 
=E(X2)-2E(X)E(X)+[ E( X) ]2 
=Е(Х2)-[Е(Х) ]2. 

例 1 在 下 列 四 种 情形 下 分 别 计算 随机 变量 X 的 方差 D( X) : 

(1) 设 离散 型 随机 变量 X~P(A); 

(2) 设 连续 型 随机 变量 XX~U(a, b); 

(3) 设 连 续 型 随机 变量 X~E(A 和 ); 

(4) 设 连续 型 随机 变量 X~N(j，o”). 

解 (1) 当 了 ~P(A) 时 ， 由 第 一 节 例 4 知 E(X)= 入 ， 由 第 一 节 例 7 知 E(X?)=A?+A， 
所 以 

D(X)= E(X2)—-[ E(X) J2=A. 


a+b 


(2) 4X-U(a, b)BÍ, 由 第 一 节 例 5 知 E(X)= —, 而 





+o b 37b 2 2 
BOP)= |” алов f'a ass B тична 


b-a 3], 3 
所 以 
oj 2 
р(Х)= Е(О®)у-[Е(хХ) =E, 
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(3) 当 X~E(A) 时 ， 由 第 一 节 例 5 知 ECX)= 汪 ， 由 第 一 节 例 8 知 E( 关 )= 雹 ， 所 以 
DDE) -LE J? = 
(4) 当 X~N(j，07) 时 ， 由 方差 的 定义 得 
Р(Х) = p r е da БЕ [š бот е - odt 
二 N д = 22012 д -| есй) 
т "90 “От 0 
-Zo УЗ) 
=——0°|0-—=— |=0о 
Ба 2 
正 态 分 布 的 方差 即 为 参数 0? 


下 面 给 出 一 个 例子 ， 有 [ -1，1] 上 的 三 个 连续 型 随机 变量 X，Y，2Z， 它 们 的 密度 函数 
如 图 4. 5 所 示 . 称 X 为 三 角形 分 布 ，Z 为 倒 三 角形 分 布 . 因为 ， 三 角形 分 布 集中 在 中 心 位 
É, 方差 较 小 ; 倒 三 角形 分 布 取 值 集中 在 两 人 出, 方差 较 大 ; 均匀 分 布 介 于 两 者 之 间 . 所 
И, D(X)<D(Y)<D(Z). 





图 4.5 三 角形 分 布 、 均 匀 分 布 、 倒 三 角形 分 布 的 密度 函数 


二 、 方 差 的 性 质 


定理 ”方差 的 性 质 
(1) D(X)= 0 的 充分 必要 条 件 是 P(X=c)= 1， 即 XX 服从 参数 为 的 退化 分 布 ， 其 中 
с=Е(Х). 特别 地 ， 若 e 为 常数 ， 则 D(c)=0; 
(2) X AMEDEE, k, c 为 常数 ， 则 D(kX+c)= Р(Х); 
(3) 82X, 了 为 任意 两 个 随机 变量 ， 则 
D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2E|[X-E(X)][Y-E(Y)]}; 
(4) B X 5 Y HAEIN, 则 D(X+Y)=D(X)+D(Y). 
证 明 (1) 证 明 见 第 五 章 第 一 节 例 2. 
(2) D(kX+c)= E|[kX+c-E(kX+c)]2] =E|kX+c-[kE(X)+c]]: 
=K E| [X-E(X)]?} =?р(Х). 
(3) D(X+Y)= E| [ X=Y-E( X+Y) ]2! 
=E|X+Y-[E(X)+E(Y)]}?=E|[X-E(X)]+[Y-E(Y)]}? 
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=E|[X-E(X)]2+[Y-E(Y)]2+2[X-E(X)][Y=E(Y) 11 
=D(X)+D(Y)+2E|[X-E(X)][Y-E(Y)]}. 
(4) 4 X 5 YEMA, Х-Е(Х) 5 ZE(Z) 也 相互 独立 ， 由 期 望 的 性 质 (4) 得 
El[X-E(X)][Y-E(Y)]] =E[X-E(X)]E[Y-E(Y)]=0, 
所 以 D(X+Y)= D( X) +D( Y). 
性 质 (2) (3), (4) 可 推广 至 多 个 随机 变量 的 情形 . 对 任意 的 随机 变量 . Хә, +, 
Х.Ж 


р |У, х) EE RDA) У REILX-E(X) ][Х,-Е(Х,) 1]! 
i=l i=l 


I<i<;j<n 


КФ А, Е, "е ka, Gis бз» 2 б 是 常数 ; 特别 地 ， 当 随 机 变量 Х|, Aas 27 X, 相 
互 独立 时 有 


р [ (кхе) |= Уер. 
i=j i=] 
例 2 设 随机 变量 X~B(n, р). W X 7725 D( X). 


解 ” 因 为 X~B(n, р), ЖЫ х= 》U;， 其 中 U, U,, ---, U, 相互 独立 同 分 布 ， 且 
i=1 


U,-B(1, p), i=1, 2, =, п. WX E(U2)= 02. (1-р) +1? .p=p, D(U)=E(U)- 
[E(U,)]2=p(1-p). 那么 ， 由 方差 的 性 质 得 


D(X)= Y D(U,)=np(1 - p). 
š=1 


同时 由 E(U,)=p, 得 E(X)= У E(U,)= np. 显然 这 种 方法 得 到 二 项 分 布 的 数学 期 望 比 第 
i=l 


一 节 例 4(2) 中 的 方法 简便 . 
Юз 已 知 X 是 任意 的 随机 变量 ， 当 E(X)、D(X) 存 在 时 ， 
(1) ЖХ,АХ-Е(Х), WEH E(X,)=0 且 D(X,)=D(X); 
sg + ya AENA ы TE 5 
(2) 4 р(Х)>08ї, BITA Dry MEH Е(Х* )=0 EDX )=1. 
证 明 (1) 由 期 望 的 性 质 得 
E(X,)=E[X-E(X)]=E(X)-E[E(X)]=0, 





由 方差 的 性 质 得 
D(X,)=D[X-E(X) ] =D(X). 
(2) 由 期 望 的 性 质 得 


1 
Е(Х* )= E[X-E(X)]=0, 
ШҮ [ ] 





由 方差 的 性 质 得 
"R: Ё ВХ): 
р(х = 50921 RJ] 
通常 称 站 ,为 X 的 中 心 化 随机 变量 ,，X* J X 的 标准 化 随机 变量 . 中心 化 随机 变量 将 其 
中 心平 移 至 原点 ,使 其 分 布 不 偏 左 也 不 偏 右 ， 其 期 望 为 0; 平移 不 影响 分 布 的 波动 程度 ， 
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方差 不 变 .标准 化 随机 变量 将 其 中 心平 移 至 原点 ， 使 其 分 布 不 偏 左 也 不 偏 右 ， 其 期 望 为 0; 
同时 将 随机 变量 取 值 压缩 至 原来 的 一， 使 其 分 布 不 朴 也 不 密 ， 压 缩 改变 了 分 布 的 波 
VD(X) 
动 程度 ， 方 差 变 为 1， 这 就 是 “标准 化 "的 含义 . 例如 ， 正 态 随机 变量 X-~N(w，o2) ， 标 准 
1E E-NO, 1), SEXO, 方差 为 1. 
例 4 E SIX 5 YjEhyr, B.X-N(1, 2), Y=-N(5, 9), Z=2X-Y+2. K Z 的 密度 
因数 (z). 
解 ” 由 已 知 条 件 及 正 态 分 布 的 可 加 性 得 Z 服从 正 态 分 布 ， 又 由 数学 期 望 和 方差 的 性 质 知 
Е(2)= 2Е(Х)-Е(У)+2=2 - 1-5+2=-1, 
р(2)= 4р(Х)+р(Ү)=4 · 2+9=17. 





所 以 
Bl IQ kde: Y a 
Эт. /17 V34T 
习题 4-2 
1. 设 随 机 变量 的 密度 函数 为 

2 
=% 2 

Re 
0 ， ”其 他 


(1)X 的 数学 期 望 E(X) 及 X2 的 数学 期 望 Е(Х2); 

(2) Х 72725 Р(Х) 及 -2X+3 的 方差 D( -2X+3). 

2. 设 和 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 . 求 E[ X( X-1) ]. 

3. 设 随 机 变量 不 服从 参数 为 的 指数 分 布 . 求 P(X> /D(X) ). 
4. 设 随机 变量 的 密度 函数 为 


1 
/(х)= —exp| —х?+2х-1 |, -œ <x<+0. 
VT 


жокк) н рох). (8R: хема, D) 


5. 设 X~N(0, 02). ЖЕ(|х|) D( |X |). 
6. 设 随机 变量 与 Y 的 联合 分 布 律 为 
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(1)X、 了 的 数学 期 望 E(X)、E(Y); 

(2)Х, CRDA ЮГА). D( Y; 

(3)D(2Y+5). 

7. ВВЕЛИ X i y JHH йл, ВН. Е(Х)= Е(Ү) = 1, р(х) = 2, р(ү) = 3. TÉ 
求 D(XY). 
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前 面 我 们 介绍 了 刻画 一 个 随机 变量 分 布 的 数字 特征 ， 对 于 两 个 随机 变量 的 情形 ， 有 描 
述 两 者 之 间 相 互 关 系 的 数字 特征 一 一 协 方差 和 相关 系数 . 


ч, 协 方差 


定义 1 (X, 7 了) 是 二 维 随机 变量 ， 如 果 Е|[Х-Е(Х)][Ү-Е(Ү)]|1{ ЛЕ, ШК 

cov(X, Y) AE|[X-E(X)][Y-E(Y)]} 
为 随机 变量 X 和 了 的 协 方差. 
在 实际 计算 协 方差 时 ， 更 多 的 是 使 用 以 下 公式 
соу(Х, Y)=E(XY)-E(X)E(Y) 
这 是 因为 
cov(X, Y)=E]|[X-E(X)][Y-E(Y)]! 

=E[ ХҮ-ХЕ(Ү)-ҮЕ(Х)+Е(Х)Е(Ү) ] 
=E(XY)-E[ ХЕ(Ү)]-Е[ҮЕ(Х)]+Е[Е(Х)Е(Ү)] 
=E(XY)-E(X)E(Y)-E(Y)E(X)+E(X)E(Y) 
= Е(ХҮ)-Е(Х)Е(Ү). 

协 方差 反映 了 和 和 了 之 间 的 关系 ， 究 竟 是 什么 关系 ? Mik Z=[X-E(X)][Y-E(Y)], 
соу(Х, Ү)=Е(7). 若 cov(X，7) >0， 事 件 1Z>0} 更 有 可 能 发 生 ， 即 事件 1 了 > 亚 (X) п 
{Ү>Е(Ү)|нй|Х<Е(Х)| Q |Ү<Е(Ү)| 发 生 的 可 能 性 更 大 ， 说 明和 并 和 了 均 有 同时 大 于 或 同 
时 小 于 各 自 平均 值 的 趋势 ; 若 cov(X，7) <0， 事 件 1Z<0} 更 有 可 能 发 生 ， 即 事件 1X> 
Е(Х) | Q ҮУ<Е(Ү) 1 或 1X<E(XE)TmnY>E(CZ) + 发 生 的 可 能 性 更 大 ， 说 明王 和 了 中 有 一 个 
有 大 于 其 平均 值 的 趋势 另 一 个 有 小 于 其 平均 值 的 趋势 . 所 以 说 协 方差 反映 了 随机 变量 已 和 
7Y 之 间 “ 协 同 "变化 的 关系 . ЧУЖЕ ХН, соу(Х, У) = соу(Х, Х) = D(Z) 协 方差 即 为 方 
差 ， 这 就 是 我 们 称 其 为 协 方差 的 原因 . 

定理 1 协 方差 的 性 质 

É X, Y, X, 与 X, 为 任意 的 随机 变量 ，c, k 和 1 为 常数 ， 则 有 

(1) cov(X, c)= O; 

(2) cov(X, У) = cov(Y, X); 

(3) cov(kX, ІУ) = klcov( X, Y); 
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(4) соу(Х,+Х,, У) = cov(XI ， 了 ) +соу(Х,, Y). 
利用 期 望 的 性 质 ， 不 难 证 明定 理 1. 
例 1 设 二 维 随 机 变量 (，Y) 服 从 单位 圆 G=] (х, y) | х2+у2<1|} 上 的 均匀 分 布 . 计算 : 
(1)E(X). E(Y). D(X), D(Y); (2)X 和 YY 的 协 方差 соу(Х, Y); (3)cov(-3X+Y-2, 5Y). 
解 (1) 方 法 一 ”由 已 知 得 (X,， 了 7) 的 联合 密度 函数 为 





x2+y2<1 
Кх, y)= іт’ š 
0, 其 他 . 
则 的 密度 函数 为 
ү ее рег РИТ 
flail- Aran от SR тее 
0, 其 他 . 


由 数学 期 望 的 定义 、 随 机 变量 函数 的 期 望 公 式 和 [ 课 前 导读 ] 中 的 积分 公式 3 得 
Е(Х)= | Mrde=0， 


D(X)= Е(Х?)-0(Х)= —. 
同 理 , 了 的 密度 函数 为 


Е(Ү)=0, р(Ү)=-- 
方法 二 ”利用 第 四 章 第 一 节 定 理 2 的 公式 得 
1 VI-a? 1 1 2 
Е(Х) =] Ф|] а . =% = « . =“! -x dx = 0, 
1 V1- 和 2 1 1 2 1 
KPE a<] аду а Z= 
所 以 D(X)=E(X) -PA= 


同 理 ECY)= 0, p()=— 


(2) cov(X, Y) = Е(ХҮ) - E(X)E(Y)=E(XY)= | xy ` аку 


x2+y2<1 
1 r V 1-2 
=— d ах = 0. 
ИЕ “an. =н 
(3) cov(-3X+Y-2, 5Ү)=соу(-3Х, 5Y)+cov( Y, 5Y)+cov( -2, 5Y) 
=-3. 5соу(Х, Y)+5cov( Y, Y)+0 
5 
=5р(Ү)= 一 . 
(У) 4 
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二 、 相 关系 数 


协 方差 考察 了 随机 变量 之 间 协 同 变化 的 关系 ,但 在 使 用 中 存在 这 样 一 个 问题 ,例如 ， 
要 讨论 新 生 婴 儿 的 身高 和 体重 了 的 协 方差 ,车 采用 两 种 不 同 的 单位 ， 米 和 千克 或 者 厘米 
和 克 ， 后 者 协 方差 是 前 者 的 100000 (Ë! 由 于 量 纲 的 不 同 导致 X 与 Y 的 协 方差 前 后 不 同 . 


Клет е a Х-Е(Х) Ү-Е(Ү) 
为 避免 这 样 的 情形 发 生 ， 将 随机 变量 标准 化 ，X ”= 一 一 一，7”= ， 再 求 协 方差 
/DX) VD(Y) 


cov(X* ，Y* ) ， 这 就 是 随机 变量 X 和 Y 了 的 相关 系数 ， 又 称 为 标准 化 协 方差 . 因为 cov( X" , 
Х-Е(Х) Ү-Е(Ү) соу(Х, Ү) s 
. = 一 一 一 一 一 一 一， 所 以 有 相关 系数 的 定义 如 下 . 
/р(Х) | VD(X) /D(Y) L 
定义 2 R(X, 了 是 二 维 随机 变量 ， 如 果 cov(X， 妆 存在 ， 且 D(X)>0, D(Y)>0, 
则 称 








到 -4 


cov( X, Y) 
VD(X) VD(Y) 
为 随机 变量 和 和 了 的 相关 系数 ， 也 记 作 pyy 

第 一 节 例 9 续 试 求 X 和 了 的 相关 系数 pwy. 
解 由 0-1 分 布 的 期 望 和 方差 公式 得 


Е(Х)= 1, D(X)= = 


3 
г 
使 用 随机 变量 函数 的 期 望 公式 得 


p(X, Y) А 


К. жуз үй Жый 00 ыу» ay ж. l: 
Е(Ўу=\1,„'Е(Ү”у= 1 5+2 тыы ы 1 ү 2 Тт. 
所 以 
D(W=E(Y)-[E(Y) P ==, соу(Х, Ү)=Е(ХҮ)-Е(Х)Е(Ү)=0, 
从 而 
x cov( X, Y) = 
P DUY (үу 


例 2 М(Х, Ү)-Л(щш, ш, o}, 03, р), WAE X AUY RCIE E(X), D(X), 
E(Y), D(Y), воу(Х, Y), руу. 
解 ” 由 第 三 章 第 三 节 定 理 1 知 X~N(p, oi), Ү-М(ш„, оў), 所 以 E(X)= щш, 
р(Х)= 0?, Е(Ү)= ш, р(Ү)= о>. 由 协 方差 的 定义 得 
соу(Х, Y)=E|[X-E(X)][Y-E(Y)]| 
> Wa (ж-ш ) (У-и) | exp { - 1 ы, Т 
2 t i 2mo o 1-р? 2(1-р?) сі 
2 
(ашу) yp) Сулы) [аа 


719, о? 
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Фи p 
g, P т, +оо += uv 1 2 2 
=o — -> opf- lu —2puvtv а 
i :| |. 2лт 1-р? 2( 1-р?) 
+= 2 +оо "A 2 
=010,] 一 -esdo | ERRET Е е: |а, 
-= „От -æ Jap 2(1-р?) 
ж p 2 +o y? 2 
=G G, e 2 + pudu=po' T е2 йр 
i -% y 2T I |. /2т 


”上 面 用 到 了 正 态 随机 变量 М(рь, 1-р2) 的 期 望 为 pv 及 标准 正 态 随机 变量 平方 的 期 望 为 1 的 
结论 . 所 以 
cov( X, Y) 
p= =ñ. 
/D(X)D(Y) 

我 们 得 到 二 维 正 态 分 布 (，Y) ~N(j， ш, Gl, 02, p) Нр 6 Ef X ЯП Y НАН 
定义 3 设 (X, 了 ) 是 二 维 随机 变量 . 当 pxy=0 时, #K X 5 Y( UE) 无 关 或 (线性 ) 不 
相关 . | 

利用 相关 系数 和 协 方差 的 定义 ， 可 以 很 容易 地 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 2 `4р(Х)>0, D(Y)>0 时， 下 列 5 个 命题 是 等 价 的 : 

(1)руу=0; (2)cov(X, Y)=0; (3) Е(ХҮ)= Е(Х)Е(Ү); (4)D(X+Y)= D(X)+D(Y); 
(5)D(X-Y)= D(X)+D(Y). 

жюз 相关 系数 的 性 质 

R(X, У) 是 二 维 随 机 变量 ， 当 соу(Х, 了) 存 在 且 D(X)>0, D(Y)>0 时， 有 





(1) |руу|<1; 

(2) |pxy|=1 的 充 要 条 件 是 P(Y=aX+b)= 1， 其 中 ， 
a ГА К ~ =, + = JD( Y) 
tanl h: а= DAN’ b=E(Y) pO FD, 
вр ¿L ОИ xL р(Ү) | 
pyy=-1 8, a=- осуу» РЕ) +, /De ECs 


(3) 车 随机 变量 与 Y 相 互 独立 ， 则 与 Y 线 性 无 关 ， 即 pxy=0. 但 由 pxy=0 不 能 推 
断 X 与 Y 相 互 独立 . 
证 明 (1) 因 为 cov(X，Y) 存 在 且 D(X)>0，D(Y)>0， 所 以 pxy 存 在. 由 方差 的 性 质 
及 习题 4-3 的 第 9 题 结论 得 
D(X*+Y*)=D(X*)+D(Y*)+2cov(X*, У* )= 1+1+2ру.у. =2+2pxy, 
而 D(X*+Y*)>0, ВНЖ |pxy| <1. 
(2) 由 性 质 (1) 的 证 明 及 方差 的 性 质 (1) 知 
u £ SPE NL pi X-E(X) Y-E(Y) o 
pxv=1eD(X* -Y* )=0©Р(Х*-Ү =0)= 1 Bi PÍ = m a j= 
因此 i 
- 108 - 


第 三 节 ” 协 方差 和 相关 系数 








руу=1 的 充分 必要 条 件 为 er- EL x- (590 eooo) )- 1 








E, 可 得 pwy = -1 的 充分 必要 条 件 为 ey-- (250 Х+ ру E00)+8( |= 1. 


(3) 当 站 与 Y 相 互 独立 时 ， 由 协 方差 的 计算 式 及 期 望 的 性 质 (4) 得 
cov(X, Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=E(X)E(Y)-E(X)E(Y)=0, 

那么 , 忒 与 了 线性 无 关 . 

由 定理 3 的 相关 系数 性 质 (2) 知 ， 

定义 4 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 相关 系数 pxy 存 在 ， 则 

当 |pyy|=1 BF, (X, 了) 的 取 值 (x，y) 在 直线 y=ax+b5 上 的 概率 为 1， 称 与 Y 完 全 线 
性 相关 ; 

当 pyy=1 8, (X, 了) 的 取 值 (x，y) 在 斜率 大 于 0 的 直线 y=ax+b 上 的 概率 为 1， 称 X 
与 Y 完 全 正 线 性 相关 ，; 

当 pxy=-1 时 ，( 了 ,了 7) 的 取 值 (x，y) 在 斜率 小 于 0 的 直线 y=ax+b 上 的 概率 为 1， 称 
了 与 Y 完 全 负 线 性 相关 

当 pyy>0 BF, 称 匀 与 Y 正 线性 相关 ; 

当 pxy<0 Н, 称 X 与 了 负 线 性 相关 . 

随机 变量 相互 独立 和 线性 无 关 都 刻画 了 随机 变量 之 间 的 关系 ， 相 互 独立 时 一 定 线 性 无 
关 ， 但 反之 不 一 定 成 立 ， 例 如 下 面 的 例子 . 

例 1 续 (1) 求 X 和 YY 的 相关 系数 pxy， 试问 和 Y 是 否 不 相关 ? (2)Х ЯП Y ДЕТН 
互 独立 ? 

解 (1) 由 cov(X,，Y)=0, 得 pxy=0， 所 以 XX 和 了 不 相关 . 

(2) 因为 K0，0)= 二 zfi(0)6(0)= 二 .二 ， 所 以 X 和 Y 不 相互 独立 


т 
例 3 设 随 机 变量 Z ВАГ, 2r] БАЈ), £ X=sinZ, Y=cosZ, Ж pyy- 
解 ” 由 已 知 得 


РЕ. 1 2т 1 
Е(Х) = |, sinz ° 2—92 = 0, E(Y) = |, cosz • эт = 0, 
E(X?) = f sin?z ыж, D(X) = E(X?) – [ E(X) ]2 s 
0 2 2 Z + 
同 理 
1 
р(ү)= >, 
2m 1 
Е(ХҮ)= i sinzcosz "5 一 dz=(0 
所 以 


соу(Х, Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=0, pxy=0. 
即 邓 与 Y 不 相关 ,但 是 于 + 闻 =1， 因 此 XX 与 Y 不 相互 独立 . 
图 4.6 给 出 了 两 个 随机 变量 相互 独立 与 线性 无 关 、 线 性 相关 之 间 的 关系 . 
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随机 变量 的 关系 





图 4.6 相互 独立 与 线性 无 关 、 线 性 相关 之 间 的 关系 


定理 4 如果 二 维 随机 变量 (XX,， 了) 服从 二 维 正 态 分 布 ， 那么 , 与 Y 相 互 独立 等 价 于 
和 与 了 不 相关 . 

证 明 由 第 三 章 第 三 节 定 理 4 知 ， 当 (X，7) 服从 二 维 正 态 分 布 时 , XX 与 Y 相 互 独立 的 
充 要 条 件 是 p=0， 又 由 本 节 例 2 知 , p=pxy， 所 以 了 与 Y 相 互 独立 的 充 要 条 件 是 pxy = 0, 
即 X 与 了 不 相关 . 

定理 给 出 了 不 相关 与 相互 独立 相 统一 的 例子 ， 这 样 的 例子 不 是 唯一 的 . 可 以 这 样 说 ， 相 
互 独立 是 从 整体 也 即 分 布 的 角度 刻画 随机 变量 之 间 的 关系 ， 它 意味 着 两 个 随机 变量 无 任何 关 
系 ， 而 不 相关 仅仅 是 从 数字 特征 角度 刻画 随机 变量 之 间 的 关系 ， 它 意味 着 两 个 随机 变量 之 间 
无 线性 关系 ， 但 不 意味 着 两 个 随机 变量 之 间 无 其 他 关系 . 因此 ， 不 相关 不 一 定 相互 独立 . 

例如 在 第 三 节 例 9( 续 ) 中 , 由 pry=0 知 蕊 与 了 不 相关 , 但 P(X=0, Y=0)#P(X=0) 
P(Y=0)， 所 以 X 与 Y 不 相互 独立 . 例 3 中 ， 同 样 , 忒 与 了 不 相关 也 不 相互 独立 . 


习题 4-3 


1. 设 随 机 变量 X 与 了 的 联合 分 布 律 为 








y 
-1 0 2 
Х 
1 1 
-1 一 2. 0 
6 12 
1 
0 === 
Я 0 0 
1 25, №. 1, 
12 4 6 





АЖ (1) E(X-Y), Е(ХҮ); 
(2).соу(Х, Y)5 D(X-2Y); 
(3) р(Х, Y): 
2. 习题 4-1 "АЈ 9 1, A: 
(1) X. ҮЛЕ D(X). D(Y); 
(2) 与 了 的 协 方差 cov( X, Y); 
(3) X 5 Y WRR% p(X, Y). 
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3. B(X, Y) 的 联合 密度 函数 为 
2-х-у, бО<к<1, 0<у<1, 
Ra, =l, 其 他 
(1) E(X), Е(Ү), Р(Х); DUY); 
(2) 与 Y 的 协 方差 cov(X，Y) 和 相关 系数 p(XX，Y). 


ж. 








16 xy 
4. 设 (X，Y) 的 联合 密度 函数 为 /(x，y)= sz). на, ` 
0， 其 他 . 
(1) ЖОЛ), ЕСУ) 
(2) р(х), р(уү); 
(3) 了 与 Y 的 协 方差 cov(X,， Y); 
(4) 了 与 了 的 相关 系数 pxy. 
5. 设 随 机 变量 X 与 Y 的 联合 分 布 律 为 
y zf 0 1 
>} а EA Ж, 
8 4 
1 $ ге В 





(1) WWE, Е(ХҮ)= 0; 

(2) ЇЕ, Ча, B 取 何 值 时 ,与 Y 不 相关 ? 

(3) 当 际 与 Y 不 相关 时 , 外 与 Y 相 互 独立 吗 ? 

6. 设 随机 变量 和 与 了 的 联合 分 布 律 如 下 表 所 示 . 试 证 , X 与 Y 不 相关 , X 与 Y 不 相互 
独立 . 


1 
© 





1 
8 





|- o| = | 


0 
EN 
8 


7. 设 有 XY 与 Z 是 三 个 随机 变量 , Б Е(Х)= E(Y)=1, Е(7)=-1; D(X)= DY) = 
р(2)= 2; p(X, Y)=0, pY, Z)==0.5, р(2, Х)=0.5. W W=X-Y+Z; WR Е(У) Уу 
D(W), 并 由 此 计算 E( W2). 


8. HX Koz шк X,(n>2) 相 互 独立 同 分 布 ， H X,-B(m, р), х= Ух, Ү;= 
i=l 
Х,-Х, і=1, 2, ке, Ж: 
(1) х= Ух, 的 方差 Р(Х); 
i=] 


(2) 五 的 方差 D(Y); і=1, 2, =; п; 
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(3) ү 5 Y, #0772 соу(Ү,, Ү,) ЯАЖ P(Y, Ү,). 
9. ПЕНЯ kl#0 Hf, |р(&Х+є, 1+6) |= |р(Х, У) |. 特别 地 ， 当 kl>0 Hf, p(kX+c, 
lY+b)=p(X, Y); У Ы<0 HF, р(АХ+с, IY+b)= -p(X, Y). 


第 四 节 ”其 他 数字 特征 


这 一 节 我 们 学 习 随 机 变量 其 他 常用 的 数字 特征 ， 包 括 矩 、 变 异 系数 、 分 位 数 及 中 位 数 
等 ， 首先 介绍 ЕЙТ. 


—, k RE 

定义 1 iX, 了 是 随机 变量 , k, 1 是正 整 数 ， 则 称 

ECX") ENEE X HI k MNARA; 

E| [X-E(X)]*} EINES X BJ k ИНЕ; 

p( ХҮ") 是 随机 变量 (X，7Y) 的 (k，7) ИЕЛ АЕ; 
Е|[Х-Е(Х)]*[Ү-Е(Ү) ] 人 是 随机 变量 (X，7) (К, 1) RRE HOHE. 


fin, WEE) 是 一 阶 原点 矩 ， 方 差 卫 (X) 是 二 阶 中 心 矩 ， 协 方差 是 (1，1) 阶 联合 中 
DHE. 
i (k-1)(k-3)=-1, 当天 为 偶数 时 ， 
ЖИЕН ky= š 
例 1 设 X~N(0，1)， 试 证 明 Е(Х") | 当 为 奇数 时 . 
证 明 ” 当 % 为 奇数 时 ，E(X*)= 0; 当 尼 为 偶数 时 , 设 1=E(X*) 
. | еты |" | lde? 
ze дл. -~ V2T 


АМ. ji eS Qa ИА: 

z [=> e (k Dj: = arl 
=(k-1)1,_,. 

ВТ 1, = (Е-1) (Е-3) ---1 + I = (k-1)(k-3):.-1=(k-1)1!. 

例 2 已 知 X~N(1，2) ， 试 计算 E[(X-1)5]. 














解 “ 因 为 一 ~N(0，1) СЕЕ ЕТ = 120 
Ж Š и JZ + š: 


为 了 表达 更 简洁 ， 我 们 引入 多 维 随机 变量 数字 特征 的 向 量 形式 . 对 n 维 随 机 向 量 (部 ， 
Е(Х,) 


Rt э ЖУЗ Ри = H(X, X,, 5, XO" Н р Br (RIÉ), C= 








E(X, ) 
соу( Ху, Ху) = ¿cov(Xi, X.) 
: (Ху, Х,, ++, X )， ВЭ Е. 可 以 验证 二 维 





соу, у). э бо А, Х,) 
» REZ < 
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fn, ®)= (От)! |С|-Техр|---(х-н)!С\(х-и)|. 








+ . ‚__ Ар 
Kx" “人 ук, Ti a; CRN Ti түй? 
Ag p PTT G р ub 89 
919; а? 
£ 1 
|C| 2 =. 
910% 1—p2 
下 面 给 出 n 维 正 态 分 布 的 联合 密度 函数 
л К. 1 : 
Kars m, =, а) От) C op- a)n) 
%4 Ш соу(Х,, Ху) = соу( Ху, Х,) 
其 中 x=| |ëm=] |, c= : Š! : : 
Ж gh, cov( Ku, Ху); +. ео Xç... у) 








二 、 变 异 系数 


由 于 方差 、 标 准 差 受 量 纲 的 影响 ， 所 以 在 实际 工作 中 ， 常 用 变异 系数 这 个 数字 特征 . 
定义 2 WEISE X WWE ECX) #0, 方差 D(X) 存 在 ， 那么 称 

VD(X) 

| Е(Х) 1 


6x A 





为 随机 变量 XX 的 变异 系数 . 
变异 系数 无 量 纲 ， 反 映 随机 变量 在 单位 均值 上 的 波动 程度 . 例如 ， 当 ~E(A) 时 ， 


6x=1. ?ҢХ-М(и, a)i, x= (a 0). 


三 、 分 位 数 和 中 位 数 


前 面 第 二 章 我 们 给 出 了 正 态 分 布 的 分 位 数 概念 ， 其 实 任何 一 种 分 布 都 有 分 位 数 ， 对 于 
任意 一 个 随机 变量 X， 当 0<p<1 时 ， 如 果实 数 。 满 足 [ ASOF . ЖА, 称 。 是 X( 或 


Р(Х>с)>1-р 
区 所 服从 的 分 布 ) 的 分 位 数 ， 记 作 y, 
在 离散 型 随机 变量 情形 下 ， 当 р 确定 时 ，v, 可 能 不 唯一， 例如， 若 X~B(1，0.3)， 
my=0 正确 ,xm 1=0.9 也 对 ， 因此， 我们 主要 讨论 连续 型 随机 变量 的 分 位 数 
定义 3 设 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 P(x) ， 密 度 函数 为 /(x) ,FP(w,)= РОХ 
= |, уор, о, =F (p) 0 X Ор 分 位 数 .特别 地 ， 当 p= 了 时， 称 w, 为 中 


位 数 . 
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例 3 已 知 随机 变量 X~N(3，4) ， 求 筷 的 分 位 数 , v, 和 中 位 数 w，. 








и + 
解 因为 P(X<v, )= 1, 4 |+ 所 以 一 一 =u,， ота, 为 标准 正 
人 E~ 4 з 
š ,,-3 
态 分 布 的 二 分 位 数 ， 查 表 得 и, =0. 6745， 因 此 u, =-0. 6745. 那么 =-0.6745， 所 以 


u, =1. 651. 
Hv, =4. 349. 由 正 态 分 布 密度 函数 图 像 的 轴 对 称 性 知 ， 


定义 4 当 针 为 离散 型 随机 变量 时 ， 设 其 分 布 律 为 P(X= aje Pa і=1, 2, = ШЖ 
存在 实数 a* ,使 得 P(X=a* ) 宇 P(X=x;)， 对 一 切 i=1，2，… 成 立 ， 那么 称 a* 为 X( 或 
全 所 服从 的 分 布 ) 的 众 数 . 

当 匀 为 连续 型 随机 变量 时 ， 设 其 密度 函数 为 f(x)， 如 果 存在 实数 x* ， 使 得 f(x* ) > 
Кх), ， 对 一 切 -o <x<+oo 成立 ， 那么, 称 x* 为 X( 或 所 服从 的 分 布 ) 的 众 数 . 

例如 ， 当 ~P(3) 时 ,因为 P(X=1)<P(X=2)= P(X=3)>P(X=4)>… ， 所 以 P(3) 
的 众 数 为 2 和 3. 正 态 分 布 WA，o2 ) AEON u. 


习题 4-4 


1. 设 X~N(0，1) ， 给 定 0<а<1, ЖЕ Р(Х<и,)=а. Æ P(|X|>x)=a, KR x {Н 
并 把 它 用 分 位 数 记号 表示 . 
2. X i, X,, ++, X, 为 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , НОХ,-М(0, 1), i= 
1, 2, ==, n, RES х 092738. | 
i=l 


3. 设 X~B(3，0.2) ， 求 该 分 布 的 变异 系数 和 众 数 . 
4. 证 明 : ESSA Nu, o°) 的 均值 ， 中 位 数 和 众 数 都 为 几 
5. ВЯ Х-№(-3, 3), 计算 E[ (X+3)8]. 
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国 岗 离 用 型 、 连 续 型 随机 变量 的 数学 期 望 的 定义 及 其 概率 含义 
EELEE 

Е EE CEINEN 

区 给 常用 随机 变量 的 数学 期 望 





方差 、 标 准 差 





匡 铜 二 机 变量 方差 的 定义 及 方差 的 概率 含义 
RES Z 65 bt JÉ 

мли ZW MA A 

限 网 常用 随机 变量 的 方差 








医 镁 随机 变量 协 方差 、 相 关系 数 的 定义 及 概率 含义 
芍 乔 协 方差 、 相 关系 数 的 性 质 
著 握 协 方差 、 相 关系 数 的 计算 
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第 四 章 随机 变量 的 数字 特征 
e 拓展 阅读 
投资 组 合理 论 


现代 资产 组 合理 论 由 美国 纽约 市 立 大 学 巴 和 鲁 克 学 院 的 经 济 学 教授 马 柯 维 英 (Markowitz) 
1952 年 3 月 提出 的 ， 它 被 发 表 在 《金融 杂志 》 的 论文 《资产 组 合 的 选择 》 中 ， 随 后 马 柯 维 茨 又 
进行 了 系统 、 深 入 的 研究 ， 在 1959 年 出 版 的 《证 券 组 合 选 择 》 一 а шын 
基本 原理 ， 为 现代 西方 证 券 投资 理论 黄 定 了 基础 因此 获得 了 1990 年 的 诺 贝尔 经 济 学 

该 理论 包含 的 均值 -方差 分 析 方法 ， 被 应 用 于 资产 配置 . 

人 们 进行 投资 ， 本 质 上 是 在 不 确定 性 的 收益 和 风险 中 进行 选择 . 该 理论 用 均值 -方差 
来 刻画 这 两 个 关键 因素 . 均值 是 指 投资 组 合 的 期 望 收 益 率 ， 它 是 每 个 金融 资产 的 期 望 收 益 
率 的 加 权 平 均 ， 权 重 为 相应 的 投资 比例 . 方差 是 指 投资 组 合 的 收益 率 的 方差 . 我 们 把 收益 
率 的 标准 差 称 为 波动 率 ， 它 刻画 了 投资 组 合 的 风险 . 

人 们 在 金融 资产 投资 决策 中 怎样 选择 收益 和 风险 的 组 合 是 投资 组 合理 论 研究 的 中 心 问 
A. 通常 是 在 给 定期 望 风 险 水 平 下 对 期 望 收益 进行 最 大 化 ， 或 者 在 给 定期 望 收益 水 平 下 对 
期 望 风 险 进 行 最 小 化 . 

设 有 个 金融 资产 ， 其 收益 率 为 随机 变量 X， 咏 ，…， 妃 ， 平 均 收 益 率 也 即 收 益 率 的 
HADIA шу, шо, ~, 以,， 收 益 率 的 方差 也 即 风 险 分 别 为 o, о, ，…，o2 ， 每 种 金融 资 


产 的 投资 比例 分 别 为 wi ，w2，…，w,， 则 资产 投资 组 合 的 收益 率 久 = У ui 站， 其 平均 收益 
і=1 


33 p=E(X)= È wiE(X;)= У, wii， 投资 组 合 的 风险 即 投资 组 合 收益 率 的 方差 为 


i= 


a? = р(х) =D( Pw) = Ў а(х) +2 У, wiwcov(Xi, Х,) 


і= 1 1<1<ј<п 
= > wisi ы >. WMP YO 10. 
若 金融 资产 之 间 的 收益 都 是 四 关 的 ， 已 知 每 种 金融 资产 之 间 的 相关 系数 ， 就 有 可 能 选 
择 最 低 风 险 的 投资 组 合 . 若 金融 资产 之 间 都 不 相关 ， 则 投资 组 合 的 风险 为 
2= DOO = È о? 
这 时 ， 最 优 投资 组 合 可 以 表示 为 求解 二 次 规划 问题 





0=ш,, Ае 4 ш„=1 с ü = Yael “ш 
$, % > u, = 1. 
i=l 
1 
一 般 情 况 下 ，o? 远 远 小 于 oz. 车 取 wi = “=u = 一 ， 投 资 组 合 的 风险 为 o’ = 
n 
1 n- тах (o; ) дет? 
5E о? < 5 Б < тах (0?)， 也 即 组 合 可 分 散 风 险 . 


n n 1<is<n 
所 谓 “ 不 要 把 所 有 鸡蛋 放 在 一 只 篮子 中 ”也 就 是 这 个 道理 . 
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测试 题 四 


1. 设 半 服从 标准 正 态 分 布 . Ж: 

(1) Y=X 的 密度 函数 f(y); 

(2) Y WHE ECY), ， 了 的 方差 (ү); 

(3) Е(е*). 

2. 设 离散 型 随机 变量 ,了 Y 均 只 取 0, 1 这 两 个 值 . P(X=0, Y=0)= 0.2, P(X=1, 
Y=1)= 0.3， 且 随机 事件 1Z=1| 与 |1XY+Y= 1| 相互 独立 . Ж: 

(1) (X, V 的 联合 分 布 律 ; 

(2) X, Y RAZIE; 

(3) Z=X +Y WEM cov(X, Z). š 

з. 假设 离散 型 随机 变量 X Б X, 都 只 取 -1 和 1， 且 满足 P(Z =-1)=0.5, Р(Х, = 


1 


(1) (Xl，X, ) 的 联合 分 布 律 ; 

(2) 概率 Р(Х, +Х,=0); 

(3) X, 5 X, 的 协 方差 cov(X)，X,) 和 相关 系数 p(X ，XX,). 

4. 设 随机 变量 (了 ，Y) 的 联合 密度 函数 为 

ey, 0<x<y， 
fen" 其 他 

(1) DAR X, Y 的 边缘 密度 函数 ; 

(2) 问 : 与 Y 是 否 相 互 独立 ? 请 说 明理 由 ; 

(3) 求 条 件 密度 函数 户 |x(y 1х), Ж х>0; 

(4) ЖЕ(Х), Е(Ү), соу(Х, Ү). 

5. 设 随机 变量 和 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ， 随 机 变量 了 服从 二 项 分 布 有 (2，0.5)， 
Н cov(X，Y)= 0.5. 计算 E(X-3Y), D(X-3Y). 

6. 设 随 机 变量 下 与 了 相互 独立 ， 且 蕊 服从 正 态 分 布 N(2，4) ,了 服从 参数 为 0.5 的 指 
数 分 布 Е(0.5). 求 方差 D( XY) 和 协 方差 соу(Х+Ү, X-Y). 


7. 设 随机 变量 X~N(1, 4), Ү-М(0, 9), 且 关 与 了 的 相关 系数 prr=- 记 Z= 了 + 


= Ж(1)Е(7), DCZ); (2)соу(Х, Z). 
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测试 题 四 


8. 设 随机 变量 | 与 X, 相互 独立 ， 它 们 均 服 从 标准 正 态 分 布 . W Y =X ,+X,, Ү,=Х|- 
X,. 可 以 证 明 : (Ү,, Ү,)ЛЁ А —# ЕЖ27Яїп. 

(1) ЖҮ, 的 密度 函数 fy (у), У 的 密度 函数 f(y,); 

(2) TE Y, Ж У, 的 协 方差 cov( Yi, Y3); 

(3) RO, 了 六) 的 联合 密度 函数 fy ，y,); 

(4) 求 概率 P(-V2<Y<V2, -V2<Y,<V2). 
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第 五 章 ”大 数 定律 及 中 心 极限 定理 


[ 课 前 导读 ] 

概率 论 是 研究 大 量 试验 后 呈现 出 的 统计 规律 性 的 一 门 理论 ， 数 学 中 研究 大 量 的 工具 是 
极限 . 因此 这 一 章 我 们 学 习 概 率 论 中 的 极限 定理 ， 主 要 有 大 数 定律 及 中 心 极限 定理 А 
忆 一 下 高 等 数学 中 数列 的 极限 . 其 实在 第 二 章 我 们 学 习 过 两 个 极限 定理 ， 超 几何 分 布 的 极 
限 是 二 项 分 布 以 及 泊 松 定理 ， 即 二 项 分 布 的 极限 是 泊 松 分 布 . 

数列 的 极限 : 设 |x, | 为 实数 列 ，c 为 常数 . 若 对 任意 给 定 的 正 数 E， 总 存在 正 整 数 N, 
使 得 当 n>N 时 ， 有 |x,-c| 和 =s， 则 称 数列 jx, | Kk ca. 常数 c 称 为 数列 |x,| 的 极限 ， 记 


作 хас, Np 


oe 
超 几何 分 布 的 极限 定理 : lim 区 Cj 1-р)". 


泊 松 定理 : 设 久 =m,>0，0<p,<1， 对 于 任意 一 个 非 负 整 数 大 有 


„үтү, Бы PEA 
ы ае 
第 一 节 ”大 数 定律 


在 第 一 章 学 习 概率 的 统计 定义 时 ,我 们 讲 到 随 着 试验 次 数 的 增 大 ， 事件 的 频率 逐步 
“稳定 ”到 事件 的 概率 ， 这 里 的 “稳定 ” 即 为 收敛 . 它 意味 着 随 着 试验 次 数 的 增多 ， 在 某 种 收敛 
意义 下 ， 频 率 的 极限 是 概率 . 这 是 为 什么 呢 ? 大 数 定律 给 了 我 们 答案 . 首先 介绍 切 比 雪夫 不 
等 式 . 


一 、 切 比 雪 夫 ( Chebyshev ) 不 等 式 


随机 变量 X 的 取 值 总 是 围绕 着 其 期 望 变 动 , 若 丰 的 分 布 已 知 时 ， 可 以 计算 事件 
| |X-E(X) |>} Ж. 
1 设 X~N(m, о?), +K P(|X-u| >30). 


#8 мо, 1), 


P( \х-и\>зо)= p| CE >з) =2-2Ф(3)= 0. 003. 
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第 五 章 ”大 数 定律 及 中 心 极限 定理 


车 无 的 分 布 未 知 时 ， 怎 样 计算 P( | X-E(X) |> =) 呢 ? 切 比 雪夫 不 等 式 给 出 了 此 概率 
的 一 个 上 限 . 
定理 1( 切 比 雪夫 不 等 式 ) 设 随机 变量 的 数学 期 望 (X) 及 方差 D(X) 存 在 ， 则 对 
于 任意 的 s>0,， 有 
P( |X-E(X) |=) «200, 
证 明 {ДН ХЕ ЧЕ НЕЕ. 
Е(Х) | 


P(|X - E(X) |> е) = | хое | É 


|x-E(X) [2 |x-E(X) (2 
ж. (= EOD ns уйе ы - 200. 

事件 { |X-E(X) WE PE ON 不 等 式 给 出 
了 此 事件 的 概率 上 限 ， 它 与 方差 成 正比 . 方差 越 大 ， 此 上 界 就 越 大 ; TARD, X 在 其 期 
望 附近 取 值 的 密集 程度 就 越 高 ， 那 么 远离 期 望 的 区 域 的 概率 上 界 就 越 小 ， 它 进一步 说 明了 
方差 的 概率 意义 ,方差 是 随机 变量 取 值 与 其 中 心 位 置 的 偏离 程度 的 一 种 度量 指标 . 

在 实际 问题 中 ， 当 随机 变量 的 分 布 未 知 时 ， 可 由 锐 的 观测 数据 估计 得 到 的 期 望 
和 方差 ， 然 后 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 开关 于 E(X) 的 偏离 程度 . 

例 1 续 设 X~NGu，o)， 用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 概率 P( | X-u | >3е). 

Ж ”因为 =3o， 由 切 比 雪夫 不 等 式 得 


E 


Ee ) dx 


—@® 


D(X) 1 
(Зо)? 9` 

显然 利用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 * 随 机 变量 X X: HUNSE и. 发 生 了 较 大 偏差 的 概率 是 
粗糙 的 ， 这 里 引入 切 比 雪夫 不 等 式 的 另 一 个 目的 一 它 是 证 明 大 数 定律 的 工具 之 一 

512 设 随机 变量 的 方差 D(X)= 0， 求 证 ， 蕊 服从 参数 为 c 的 退化 分 布 . 

证 明 ”利用 切 比 雪夫 不 等 式 得 ， 对 任意 的 s>0 ， 有 


"ы 


Р( | Х-и | >30) < 





0<P( |Х-Е(Х) | >22) =———=0. 


H e 的 任意 性 知 
Р(Х=Е(Х) )= 1. 


二 、 依 概率 收敛 


刻画 随机 变量 序列 的 极限 和 刻画 数列 的 极限 是 不 同 的 . 随机 变量 序列 即 由 随机 变量 构成 
的 一 个 序列 前 面 我 们 复习 了 数列 |x, | 的 极限 定义 . 数列 |x, | 收敛 于 c<， 指 当 n 充分 大 时 ,， х, 
和 的 距离 任意 小 .对 随机 变量 序列 而 ，X,，… 不 能 采用 这 样 的 方式 定义 它 的 极限 .因为 序 
列 中 的 每 一 个 元 素 X, 是 随机 变量 ， 它 的 取 值 不 确定 ， 它 不 可 能 和 一 个 常数 с 的 距离 任意 小 ， 


除非 它 退 化 为 常数 那么， 能 否 用 合理 的 方式 给 出 随机 变量 序列 的 极限 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 
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只 不 过 这 里 随机 变量 序列 极限 的 定义 方式 和 数列 极限 的 定义 方式 有 所 不 同 | 

例如 ， 在 重复 抛掷 一 枚 硬币 的 试验 中 ， 设 事件 4 为 “出 现 正 面 ". АЙЕ] Н п, BB п 
次 硬币 , RAA) HFEA 出 现 的 频率 ， 它 是 一 个 随机 变量 . 当 抛掷 的 次 数 m 改变 时 ， 得 
到 一 个 随机 变量 序列 用 (4), AA), =, RA), +. ME n 的 增 大 ，f,(4) 越 来 越 接近 于 
0. 5， 但 不 能 理解 为 “f,(4) 和 0.5 的 距离 任意 小 ”， 这 样 的 说 法 ( |f,(4)-0.5|<e) 是 错误 
BJ. 因为 n 次 抛 毛 结果 都 为 正面 是 可 能 发 生 的 ， 这 时 |/ (А)-0.5|= |1-0.5|=0.5， 即 
“(4) 和 0.5 的 距离 不 那么 小 ”. 那么 怎样 刻画 事件 4 发 生 的 频率 f(4) 越 来 越 接 近 于 0. 5 
呢 ? 我 们 发 现 ，P| ( 正 ， 正 ，…， 正 )|=1/2" ME n 的 增 大 趋向 于 零 . 频率 和 0. 5 出 现 较 
大 偏差 的 可 能 性 即 P(|A(4)-0.5|=e) 随 着 的 增 大 越 来 越 小 ， 当 充分 大 时 ， 它 趋向 于 
零 . 所 以 ， 可 以 说 事件 4 发 生 的 频率 f(A4) 收 敛 到 4 的 概率 P(4)= 0.5. 这 样 我 们 给 出 了 如 
下 随机 变量 序列 极限 的 定义 方式 . 

定义 ” 设 XX，X，… 是 一 个 随机 变量 序列 .如 果 存 在 一 个 常数 c， 
使 得 对 任意 一 个 a>0， 总 有 lim Р |Х„-с|<є)= 1. 那么 ， 称 随机 变量 


序列 X, X,, ЖИ c, E X. —e 即 对 任意 s>0， 
Р( |Х„-с|>є)—э0, 7 一 >oo . 

怎样 理解 依 概 率 收敛 的 定义 ? M n 充分 大 时 ，“X, 在 (c-e，c+e) 
内 "的 概率 几乎 为 1， 或 “多, 和 < 出 现 较 大 偏差 ”的 可 能 性 几乎 为 零 
(几乎 不 可 能 发 生 ). 用 这 样 的 方式 定义 随机 序列 的 极限 是 合理 的 . 


例 3 已 知 X， 和 ，… 是 一 个 随机 变量 序列 ， 目 ECX,)=2, D(X.)= 1, n=1, 2, = 


[п] X, 依 概率 收敛 到 什么 值 ? 
解 ” 由 切 比 雪夫 不 等 式 得 





DLA J eri 
P(|X,-2|=z) <s——= 0, n>, 
& 





ЖШ Х, ——2. 
不 加 证 明 地 给 出 下 面 定理 . 
定理 2 WPX, — a, Y, — b, Н а(х, у) (а, 5) 处 连续 ， 那么 
g(X,, Y,)— (a, b). 
举 个 简单 的 例子 ， 若 不 -全 2 ，7 一 33， 那么 就 有 X +Y, 一 ;5. 


三 、 大 数 定律 


有 了 前 面 的 准备 ， 下 面 我 们 就 来 介绍 三 个 大 数 定 律 ， 包括 切 比 雪夫 大 数 定律 、 辛 钦 大 
数 定律 和 伯 努 利 大 数 定律 . 学 习 中 注意 这 三 个 大 数 定律 的 条 件 有 什么 异同 . 首先 介绍 俄国 
数学 家 切 比 雪夫 (1821 年 一 1894 年 ) 发 表 的 切 比 雪夫 大 数 定律 , 

定理 3( 切 比 雪夫 大 数 定律 ) 设 随 机 变量 序列 Ху, Х,, ，… 两 两 不 相关 ， 若 存在 常数 

єй ~ 
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с, 48 р(Х,)= o2<c<+e , i=1, 2, =. 则 对 任意 se>0， 有 
imP( |, х 3 (д) <е]=1. 
n—o°% = 4 
也 可 以 表示 为 元 = У x — TY EO). 
{=l i=1 
证 明 ”因为 随机 序列 ，X,，… 两 两 不 相关 ， 根 据 期 望 和 方差 的 性 质 得 
t. He 1/8 Lg c 
5) вао, 05) охо «т, 
由 切 比 雪夫 不 等 式 得 ， 对 任意 se>0， 当 n> 时 ， 
ДЕ Ух, Sea |= e) <o yx]< >o. 
i ne 

随机 变量 序列 Х|, Х,, ，… 相 互 独立 指 序列 中 的 任意 有 限 个 随机 变量 相互 独立 ， 随 机 
变量 序列 Ху, Х,, ，… 两 两 不 相关 指 序列 中 的 任意 两 个 随机 变量 线性 无 关 . 存在 常数 c， 使 
19 D(X;)=0} <c<+o ，i=1，2，… 又 被 称 作 方差 存在 且 一 致 有 上 界 . 

定理 表明 ， 若 随机 变量 序列 相互 独立 ,方差 存在 且 一 臻 有 上 界 ， 当 nn 充分 大 时 ， 随 机 
序列 的 前 项 的 算术 平均 值 和 自身 的 期 望 充分 接近 几乎 总 是 发 生 的 . 

ht i X,，… 相 互 独 立 同 分 布 ， 若 
E(X,)=u<+% , D(X,)=o?2<+= , і=1, . 则 对 任意 se>0， 有 

ER Аа 

也 可 以 表示 为 X= 上 上 д.р, 


MENA л, X. . .相互 独立 同 分 布 指 随机 变量 序列 相互 独立 且 序 列 中 随机 
变量 的 分 布 类 型 及 参数 均 相同 . 显然 相互 独立 同 分 布 大 数 定律 是 切 比 雪夫 大 数 定律 的 特 


例 .因为 切 比 雪夫 大 数 定律 中 的 上 Y E(X,) 在 相互 独立 同 分 布 大 数 定律 的 条 件 下 即 为 
П ;s1 




















K. 

在 许多 实际 问题 中 ， 方 差 存在 不 一 定 满足 ， 苏 联 数学 家 辛 钦 (1894 年 一 1959 年 ) 证 明 
了 相互 独立 同 分 布 情形 下 ， 仅 期 望 存在 、 方 差 不 存 在 时 结论 仍然 成 立 ， 因 此 相互 独立 同 分 
布 大 数 定律 又 称 作 辛 钦 大 数 定律 

相互 独立 同 分 布 ( 辛 钦 ) 大 数 定律 是 人 们 日 常生 活 中 经 常 使 用 的 算术 平均 值 法 则 的 理论 
依据 . 为 了 精确 称 量 物体 的 质量 久 ， 可 在 相同 的 条 件 下 重复 称 n 次 ,结果 可 记 为 у, 
x2，…，%i 它们 一 般 是 不 同 的 ， 可 看 为 n 个 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 (Xl ，X,，…， 
X) 的 一 次 观测 值 . X. , X,, ::, X, 服从 同一 分 布 ， 它 们 共同 的 期 望 即 为 物体 的 真实 质量 


и. 由 相互 独立 同 分 布 ( 辛 钦 ) 大 数 定律 知 ， 当 充分 大 时 , L y х 2. 1 Y вх) = 
ni=1 ni=1 








E(X,) =p， 这 意味 着 Y х, 逐渐 趋向 于 1， 也 即 随机 变量 的 算术 平均 值 具有 稳定 性 ， 在 
n i=1 
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物理 实验 中 我 们 就 是 采用 这 种 方法 测 得 物体 质量 的 . 例如 ， 为 得 到 一 颗 钻 石 的 真实 质量 ， 
RINU n 次 取 其 算术 平均 值 即 可 . 算术 平均 值 法 则 提供 了 一 条 切实 可 操作 的 途径 来 得 到 物 
体 的 真实 值 . 大 数 定律 从 理论 上 给 出 了 这 个 结论 的 严格 证 明 ， 而 不 是 仅仅 靠 直觉 

历史 上 的 首 个 极限 定理 是 由 瑞士 数学 家 雅 各 布 . 伯 努 利 (1654 年 一 1705 年 ) 提出 的 伯 
努 利 大 数 定律 ， 它 的 出 现 意味 着 概率 论 由 建立 走向 发 展 的 阶段 . 

定理 $( 伯 努 利 大 数 定 律 ) 设 随 机 变量 序列 X X, ，… 相 互 独立 
同 分 布 ， 且 XX,~B(1, р), i=1, 2, +. 则 对 任意 s>0， 有 


lim p| Loy _р| < e] = 1. 
n i=] 
显然 伯 努 利 大 数 定 律 是 相互 独立 同 分 布 大 数 定律 的 特例 . 这 里 


1 п 
— Y Е(Х,) =р. 
П i=] 














0, 第 ;次 试验 4 不 发 生 
` 验 中 ` "i , , g E н | 
在 n 重 伯 努 利 试验 中 , BE =] ойына у. оне в 
X,, e, X, 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 , Н. Х,-В(1, р), i=1, 2, =, п, 其 中 p= 


A). 由 伯 努 利 大 数 定律 知 ， 当 п 充分 大 时 ，4 发 生 的 频率 上 (4) = У х е ре 
П isi 


P(4)， 这 回答 了 前 面 我 们 提出 的 问题 . 在 概率 的 统计 定义 中 ， 随 着 试验 次 数 的 增 大 ， 事 件 
的 频率 逐步 “稳定 ”到 事件 的 概率 ， 这 里 的 “稳定 ” 即 为 依 概率 收敛 

在 大 量 相互 独立 重复 试验 中 可 以 用 某 个 事件 4 发 生 的 频率 来 近似 每 次 试验 中 事件 A 
发 生 的 概率 这 就 是 伯 努 利 大 数 定律 的 直观 意义 ， 当 п 充分 大 时 ， 频 率 与 其 概率 能 任意 
接近 的 概率 趋向 于 1. 因此 实际 中 ， 只 要 试验 次 数 足 够 多 ,可 用 频率 作为 概率 的 估计 . 
同时 伯 努 利 大 数 定律 也 解释 了 概率 存在 的 客观 意义 . 为 什么 “大 数 次 "重复 试验 下 ， 事件 
的 概率 是 存在 的 . 正 是 因为 频率 的 这 种 稳定 性 ,我们 才 意 识 到 概率 的 存在 ， 才 有 了 概率 
论 这 门 学 科 . 

三 个 大 数 定律 条 件 是 不 同 的 . 切 比 雪夫 大 数 定 律 不 要 求 随机 变量 序列 同 分 布 ， 甚 至 不 
要 求 相互 独立 ， 只 要 两 两 不 相关 、 方 差 一 致 有 界 即 可 ; 辛 钦 大 数 定律 和 伯 努 利 大 数 定律 都 
要 求 随机 变量 序列 相互 独立 且 同 分 布 ， 辛 钦 大 数 定律 不 要 求 方差 存在 ， 仅 期 望 存在 即 可 ; 
伯 努 利 大 数 定律 的 共同 分 布 限定 为 两 点 分 布 ， 三 个 大 数 定律 的 条 件 关系 如 图 5. 1 所 示 . 





A КОТ 
方差 一 致 有 界 To ot mate 





切 比 雪夫 大 数 定律 伯 努 利 大 数 定律 ” 辛 钦 大 数 定律 
图 5.1 三 个 大 数 定律 的 条 件 关系 
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切 比 雪夫 大 数 定律 不 要 求 随机 变量 序列 相互 独立 ， 因 而 适用 面 更 广 ， 数学 的 发 展 从 来 
都 是 循序 渐进 的 ， 正 因为 有 了 伯 努 利 大 数 定律 ， 才 会 有 辛 钦 大 数 定律 进而 才 有 切 比 雪 夫 大 
数 定律 . 大 数 定律 无 论 在 理论 上 还 是 在 实际 应 用 中 ,都 有 举足轻重 的 作用 ， 对 概率 论 和 数 
理 统计 的 发 展 有 着 不 可 替代 的 作用 ， 是 现代 概率 论 、 数 理 统计 学 、 理 论 科 学 和 社会 科学 发 
展 的 基石 . 

例 4 设 XX，X。，… 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 .在 下 列 三 种 情形 下 ， 当 n> 
ен, ИХ, у, х? 分 别 依 概率 收 剑 于 什么 值 ? 

(1) Х,-В(т, р), і=1, 2, =; 

(2) Х,-Е(А), 1=1, 2, =; 

СЗУ Мр 0°), ї=1‚ 2, + 

# ЛЕНЕТ, X, X, SERTAR ОВЧЕ], H X, 5 X2 В. 


有 有 限 的 数学 期 望 和 方差 ，i=1，2，… HX, X,, RL, L, ИНН Е зл 
同 分 布 大 数 定律 ， 得 


1 
У EX) = EX), 


1$ LS EOG) = EOG) = Р(Х) + (X). 
i=l Wiz 


= 


因此 
(1) У Х,-В(т, p)EF, Е(Х,)= тр, Е(Х?у= тр(1-р) +т2р?, Ж 
X— mp, ENA - р) + mp. 
(2) МХ,-Е(А)М, Е(Х)=--‚ E(XD= 与， 有 
一 2 
ИРЕ. кы” шс Зе m 
Х Е. Р 
(3) "4 X,-N(u, о?) ВЇ, Е(Х,)= ш, Е(Х)=о?+р2, 有 
Tep EE „Р +p. 
n i= 
XW, EX, Х,, EEA E ENEE, ECX) DAE, 
i=l, 2, e, АРД}, Xh, … 使 用 相互 独立 同 分 布 大 数 定律 ,结论 У 一 
i=l 
LS EAH = E(XD) 成 立 . 这 正 是 数理 统计 中 参数 点 估计 的 思想 来 源 ， 用 二 }, X: 的 观测 
i=l i=l 
fÈ э КО). 
大 数 定律 在 实际 中 有 许多 重要 应 用 ， 除 了 算术 平均 值 法 则 、 用 频率 估计 概率 ， 还 有 数 
理 统计 中 参数 的 点 估计 思想 等 
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习题 5-1 
1. 设 Xl，X,，…,X, 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 试 在 下 列 五 种 情形 下 分 别 计算 
ЕСУ, DOO Уу Юр у Ху): 
Epl EFi 


n; 


(1) Х,-Е(А), i=l, 2, “7. 


(2) Х,~- № ш, eo i=l, Zy ай" п; 
(3) Xi~P(A), 1=1, 2» Р) n; 
(4) X,-U(a, Бу, i=l, 2» "° | чы; 


(5) Х,-В(т, р), і=1, 2, ++, п. 
2. 请 阐述 数列 极限 的 定义 与 随机 变量 序列 依 概 率 收敛 的 定义 的 异同 . 


3. 已 知 X~E(3). (1) 计 算 概率 P|X- 计 |<2]; (2) 用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 概率 


{|x| <2) 的 下 界 . 


4. 设 随机 变量 和 了 的 数学 期 望 分 别 为 -2 和 2， 方 差分 别 为 1 和 4， 两 者 的 相关 系数 


为 -0. 5. 由 切 比 雪 夫 不 等 式 估计 概率 P( | Х+у |26) ЕЯ. 


5. 设 X，X,,，… 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 . 在 下 列 两 种 情形 下 ， 当 n— 


m, RAX, уж m 1 Y x 分 别 依 概 率 收敛 于 什么 值 ， 其 中 上 是 一 正 整数 
i=1 i=1 
(1) Х,~ О (а, b), TE, 2, °з 
(2) X,-P(À), i=l; 2, 


“6. 将 n 个 带 有 号 码 1 至 nn 的 球 放 入 nn 个 编 有 号 码 1 2 n 的 盒子 ， 并 限制 每 一 个 盒 


A? YERI P 
只 能 放 和 人 一 个 球 . 设 球 与 盒子 的 号 码 一 致 的 个 数 是 Y. 试 证 明 ， шө 


1， 号 码 为 i 的 球 放 人 号 码 为 i 的 盒子 ， 则 所 -8 1). 























й х=) 
0, WW, 
X. 
Ў > 0 1 Pi. 
б п?-3п+3 п-2 ds 
п(п-1) п(п-1) п 
ЮЖ]. Q, Jo lyda ia T 
1 п-2 1 ЛУ 
п(п-1) п(п-1) п 
1 1 
Pi ЖЕЗ F: . 
a 
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自然 界 中 有 许多 随机 现象 可 以 用 正 态 分 布 或 近似 正 态 分 布 来 描述 ， 这 是 为 什么 呢 ? 比 
如 同龄 人 的 身高 、 体 重 ， 成 年 人 的 智商 以 及 测量 误差 等 都 可 以 用 这 样 的 一 条 优雅 曲线 ( 见 
图 5.2) 来 描述 其 分 布 特征 ， 它 们 呈现 出 中 间 高 两 边 低 的 特点 . 大 部 分 人 是 中 等 身材 ， 体 态 
也 是 普通 的 ,智商 在 平均 值 附近 分 布 . 像 爱 因 斯 坦 、 达 芬 奇 那 样 的 天 才 少 之 又 少 . 中 心 极 
限定 理 揭 示 了 其 中 的 奥秘 . 再 比如 下 面 的 高 尔 顿 钉 板 实验 . 

例 1( 高 尔 顿 钉 板 实验 ) ”如 图 5.3 所 示 ， 有 一 个 板 上 面 有 n 排 钉 子 ， 每 排 相 邻 的 两 个 
钉子 之 间 的 距离 均 相 等 上 一 排 钉 子 的 水 平 位 置 恰巧 位 于 下 一 排 紧 邻 的 两 个 钉子 水 平 位 置 
的 正中 间 . 从 上 端 入 口 处 放 入 小 球 ， 在 下 落 过 程 中 小 球 碰 到 钉子 后 以 相等 的 可 能 性 向 左 或 
向 右 偏离 ， 碰 到 下 一 排 相 邻 的 两 个 钉子 中 的 一 个 ， 如 此 继续 下 去 ， 直 到 落 入 底部 隔 板 中 的 
一 格 中 . 问 当 有 大 量 的 小 球 从 上 端 依次 放 入 ， 任 其 自由 下 落 ， 小 球 最 终 在 底板 中 堆积 的 形 
S. 设 钉子 有 16 HF. 





Јо) wg 


ү CRNA 








5 1 20? 
IOF рас 


о оо о о о 
оо оо о о 











- ЕШ ИДИ: au RIELE Bik 
О -30 и ug х -8 er веат nig: TE 
图 5.2 正 态 分 布 的 密度 函数 5.3 高 尔 顿 钉 板 


首先 进行 分 析 . 小 球 堆积 的 形态 取决 于 小 球 最 终 下 落 在 底部 隔 板 的 位 置 的 分 布设 随 
机 变量 X 为 “小 球 最 终 下 落 在 底部 隔 板 中 的 位 置 "， 又 引入 随机 变量 
_/-1， 小 球 碰 到 第 i 排 钉子 向 左下 落 ， 


‚= i=l; 2, +, T, 


1， ”小 球 碰 到 第 i 排 钉子 向 右 下 落 ， 


显然 X= XX,， 和 的 分 布 计算 很 复杂 ， 有 没有 其 他 的 方法 呢 ? 经 过 试验 我 们 观察 改 
i=] 


现 小 球 堆积 的 形态 呈现 出 中 间 高 两 边 低 的 特点 ， 能 否认 为 X 近 似 地 服从 正 态 分 布 ? 答案 是 
肯定 的 . 这 是 为 什么 呢 ? 中心 极限 定理 告诉 了 我 们 答案 

中 心 极限 定理 是 相互 独立 的 随机 变量 之 和 用 正 态 分 布 近似 的 一 类 定理 . 首先 介绍 最 为 
著名 的 相互 独立 同 分 布 情形 下 的 中 心 极限 定理 ， 又 称 为 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极限 定理 ， 列 
维 (1886 年 一 1971 年 ) 是 法 国 数学 家 ， 对 极限 理论 和 随机 过 程 理论 做 出 了 杰出 的 贡献 . 林 


德 伯 格 (1876 年 一 1932 年 ) 是 芬兰 数学 家 因 中 心 极 限定 理 而 闻名 于 世 . 
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定理 1( 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极限 定理 ) ” 设 随机 变量 序列 X，X,，… 相 互 独立 同 分 
布 , Ф: Е(Х,)=ш, D(X;)=0?, Н О<о?<+о, і=1, 2, =. 则 对 任意 实数 x*， 有 


У X, - n 


lim p| ї=1 oo 


n—o% 





Jae 

由 于 中 心 极限 定理 的 证 明 需 要 使 用 其 他 的 数学 工具 ， 因 此 这 里 不 给 出 证 明 ， 

定理 的 条 件 要 求 随机 变量 相互 独立 并 且 服 从 同一 分 布 这 里 相互 独立 意味 着 随机 变量 
之 间 不 相互 影响 ， 同 分 布 是 指 每 个 随机 变量 在 随机 变量 序列 的 前 n 项 部 分 和 中 的 地 位 相 
E. 也 即 ， 每 个 随机 变量 对 前 n 项 部 分 和 的 影响 都 是 微小 的 . 我 们 说 这 个 条 件 是 非常 一 般 
的 ， 因 为 它 并 没有 限定 随机 变量 共同 的 分 布 类 型 ， 对 任意 类 型 的 随机 变量 无 论 它 是 离散 
型 、 连 续 型 或 其 他 类 型 ， 都 有 同样 的 结论 ， 前 п 项 部 分 和 标准 化 的 极限 分 布 就 是 标准 正 态 
分 布 . 

我 们 还 有 更 为 一 般 的 结论 ， 只 要 随机 变量 相互 独立 ， 每 个 随机 变量 对 和 的 影响 都 是 微 
小 的 ， 哪 怕 它 们 的 分 布 类 型 不 同 ， 其 和 标准 化 后 都 有 标准 正 态 的 极限 分 布 

这 就 解释 了 自然 界 中 一 些 现象 受到 许多 相互 独立 且 微 小 的 随机 因素 影响 ， 总 的 影响 
就 可 以 看 作 服 从 或 近似 服从 正 态 分 布 , 例如， 测量 误差 受到 许多 相互 独立 随机 因素 的 影 
响 ， 如 测量 环境 温度 、 湿 度 ， 测 量 工具 的 精密 程度 以 及 测量 者 的 心理 因素 、 测 量 的 态度 
等 的 影响 ， 而 每 种 影响 都 不 占 主要 地 位 ， 那 么 它们 总 和 造成 的 总 误差 就 近似 地 服从 正 态 
分 布 . 


这 个 定理 的 直观 意义 是 ， 当 п 足够 大 时 ， 可 以 近似 地 认为 УХ, < М(лш, по2), iE 
i=1 


п 近似 近似 __ 
为 > 和 ~ N(nu, по?). ~ 表示 近似 服从 ， 在 实际 问题 中 ,车 n 较 大 ， 可 以 利用 正 态 分 
i=1 





IN SE 48 ars С a — пи 
布 近似 求 得 概率 Р( >x, = а) = 028). 


下 面 的 例子 说 明了 中 心 极限 定理 在 实际 中 的 应 用 . 

例 2 已 知 某 计算 机 程序 进行 加 法 运算 时 ， 要 对 每 个 加 数 四 舍 五 人 取 整 . 假设 所 有 取 
整 的 误差 相互 独立 ， 并 且 均 服从 U(-0.5, 0.5). (1) 如 果 将 1200 个 数 相 加 ， 求 误差 总 和 
的 绝对 值 超过 20 的 概率 ; (2) 要 使 误差 总 和 的 绝对 值 不 超过 5 的 概率 超过 0.95， 最 多 有 多 
少 个 加 数 ? 

解 (1) 设 为 “对 每 个 加 数 四 舍 五 人 ,将 1200 个 数 相 加 后 的 误差 总 和 ”， 并 设 亏 为 


1200 
“第 i 个 加 数 的 四 舍 五 入 误差 ”, i=1, 2, =, 1200. MX = Y X. ЖХ,-0(-0.5, 0.5), 
i=l 


(0.5+0.5)” 1 


—0. 5+0. 5 
E(X.)=—— 
(Xi) 2 ]2 12 


=0, р(Х,)= 





iS 1, 2, *'+ 1200, 
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1200 1200 1 
Е( У, X,) = 1200 0 =0, D( У, х.) = 1200 73 = 100. 
1200 


由 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极限 定理 知 ,X = У X, — N(0，100)， 因 此 
ї= 1 





1200 

P(| У, x,| > 20) 二 
651 v100 V100 

(2) 设 加 数 最 多 有 个 才能 使 误差 总 和 的 绝对 值 不 超过 5 的 概率 超过 0.95. 有 


(У х) =й; D(X, х) = 


1200 
х, -0 
izl 5 22-0|=2(1-Ф(2))=2. 0. 0228 = 0. 0456. 


в-ва otne, У х, alo, d). 因此 
i=] 





12 
n |2%-0| 5 618 
P(| ZX|<5)=P = < F | ЗЕЕ 
12 12 12 


5 12 1 512, 
В Ф 20). 975, 查 表 得 
Ба) ` WS 


n 








5 2 
21915 = 1.96, A п<12 · с) = 78.092, Ж n= 


78. 所 以 最 多 有 78 个 加 数 ， 才 能 使 误差 总 和 的 绝对 值 不 超过 5 的 概率 超过 0. 95. 
一 般 说 来 ， 若 随机 变量 XI, X, 5-6, X, 相互 独立 同 分 布 且 п 较 大 时 ， 中 心 极限 定理 
在 实际 应 用 中 有 如 下 三 种 形式 . 


例 1( 续 ) 在 街头 赌博 中 ， 庄 家 在 高 尔 顿 钉 板 的 底板 两 端 距离 原点 超出 8 格 的 位 置 放 
置 了 值钱 的 东西 来 吸引 顾客 ， 试 用 中 心 极限 定理 来 揭穿 这 个 街头 赌博 中 的 骗术 . 

-1， 小 球 碰 到 第 i 排 钉 子 向 左下 落 ，. 
1， ”小 球 碰 到 第 i 排 钉子 向 右 下 落 ，' 


g BEX AAEREN НОН", X, =| 


16 
2, =, 16. BX, X,, =, ХНЕУ АЛЕ, X = УХ. X, 的 分 布 律 如 下 表 ， 有 
ç i=l 


E(X;)=-1 -0.5+1 - 0.5=0, x |. ¿zà + | | 
Е(Х})= (-1)? .0.5+12 .0.5=1， w | оз | оз 
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DX j= 1, EL 2, +, 16, 
16 16 
Ё( DX)=16.050, D[ Y X.) = 16: 1=16, 
i=l i=l 
16 近似 
由 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极限 定理 知 X= У X, ~ М(0, 16). 因此 ， 
i=1 


P( |X|>8)= P(X>8)+P(X<-8) 


a | 211-0 2) ] =0. 0456 
Ра a E ЕЕЕ 


说 明 顾客 中 奖 的 可 能 性 微乎其微 

我 们 知道 , 若 X~U(0，1) ， 则 针 取 值 落 在 [0，1] 某 一 区 域内 的 概率 只 与 其 长 度 成 正 
E, 与 其 所 在 位 置 无 关 ， 通俗 地 讲 就 是 X 取 值 [0，1] 内 任意 一 点 的 可 能 性 是 一 样 的 . JE 
么 ， 当 nn 很 大 时 , n 个 相互 独立 的 U(0，1) 之 和 能 否 用 正 态 分 布 近似 呢 ? 图 5.4 给 出 了 n 
(=1，2，30) 个 相互 独立 的 U(0，1) 之 和 的 密度 函数 图 像 ， 随 着 п 的 增 大 ， 和 的 分 布 呈现 
出 中 间 高 两 边 低 的 正 态 分 布 的 特性 ， 所 以 可 以 用 正 态 分 布 近 似 相 互 独立 的 U(0，1) 之 和 的 
分 布 . 事实 上 ， 当 n=12 时 ， 这 种 近似 效果 就 非常 好 了 . 经 过 谷 加 原本 取 值 任意 一 点 的 可 
能 性 由 相同 变 为 了 向 中 心 位 置 聚 拢 . 这 和 我 们 的 直觉 是 多 么 不 同 . 











0.1 
12 12 0.09 
1.6 1.6 0.08 
1.4 |5 00% 
& 1 & йү. 
0.6 0.6 0.03 
0.4 0.4 0.02 

е оё 0.0) AT ВАУ 

-0.5 0 0.5 1 1.5 —1—0.50 0.5 1 1.52 2.5 3 100110120130 140150160170 
х x 5 
n 个 相互 独立 的 U(0.1) n 个 相互 独立 的 U(0,1) n 个 相互 独立 的 U(0.1) 
之 和 的 密度 函数 之 和 的 密度 函数 之 和 的 密度 函数 


图 5.4 n(=1,，2，30) 个 相互 独立 的 U(0，1) 之 和 的 密度 函数 图 像 


最 早 的 中 心 极限 定理 是 法 国 数学 家 棣 莫 弗 (1667 年 一 1754 年 ) 于 1733 年 发 现 的 ， 他 使 用 
正 态 分 布 去 估计 n( 很 大 ) 次 抛掷 硬币 出 现 正面 次 数 的 分 布 ， 即 二 项 分 布 B(n，0.5) (p=0.5). 
这 个 超越 时 代 的 发 现 险些 潭 没 在 历史 的 洪流 中 ,将 近 80 年 后 著名 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 (1749 
年 一 1827 年 ) 拯 救 了 这 个 默默 无 名 的 理论 . 在 他 1812 年 发 表 的 巨著 《概率 的 解析 理论 》 中 拉 普 
拉 斯 推广 了 棣 莫 弗 的 理论 ， 指 出 当 很 大 时 二 项 分 布 B(n, р) (0<p<1)#ËR| H1IF2S£2F Ai B Ur. 
研究 这 个 理论 花 了 他 将 近 20 年 的 时 间 . 今天 我 们 称 之 为 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 . 

定理 2( 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 ) ” 设 随 机 变量 序列 ，X,，… 相 互 独立 同 分 
布 , B X,-B(1, р), i=1, 2, =. 则 对 任意 实数 x， 有 


> x, =P 
lim P| i=! < gl PP 
vnp(1 — р) 
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显然 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 是 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极限 定理 的 特例 ， 因 为 > X, - 
B(n, p) 服从 二 项 分 布 ， 所 以 这 个 定理 又 称 为 二 项 分 布 的 正 态 近似 $ 

пт ева 二 У, х, ">р, {а Яса, SIDUN У, X Ep 的 近 
似 ， 至 于 近似 程度 如 何 ， 不 得 而 知 ， 中 心 极限 定理 对 近似 的 程度 进行 了 注释 











п F аусар з 
МУ-н) =р = "УЗИБ ЕЎ 
п (1 iep] AATE 


Jne | 
= 2| ———|- 1 = 1(n 充分 大 ). 
= = 


所 以 说 中 心 极限 定理 的 结论 更 为 细致 
例 3 菜单 位 的 局 域 网 有 100 个 终端 ， 每 个 终端 有 10% 的 时 间 在 使 用 ， 如 果 各 个 终端 

使 用 与 否 是 相互 独立 的 .( 1) 计算 在 任何 时 刻 同 时 最 多 有 15 个 终端 在 使 用 的 概率 ; (2) 用 

中 心 极限 定理 计算 在 任何 时 刻 同时 最 多 有 15 个 终端 在 使 用 的 概率 的 近似 值 ，(3) 用 泊 松 定 

理 计算 在 任何 时 刻 同时 最 多 有 15 个 终端 在 使 用 的 概率 近似 值 

第 i 个 终端 在 使 用 ，_ 


1，2，…，100. BEW X, X,, --:, 
否则 ， 


1; 
8 设 随机 变量 =| 


100 
Xiw 相 互 独立 同 分 布 且 XX,~B(1，p)， 其 中 p=0. 1. 同时 使 用 的 终端 数 Y” x, ~ B(100, 0.1). 
i=l 


(1) 借助 于 计算 机 计算 得 
100 15 (100 
Ру, Kps 15) = | М Jo 15 .0.9100 = 0). 9601, 
i=l k=0 


即 在 任何 时 刻 同时 最 多 有 15 个 终端 在 使 用 的 概率 为 0. 9601. 
100 100 
(2) 因为 E( У х,) =100:0.1=10, р(У х,) =10:0.9=9， 运 用 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 
i=l i=l 


100 зш 
中 心 极限 定理 得 > X, ~ N(10, 9). 因此 
i=1 


100 15 - 10 5 
P(Y X, < 15) = Ф = @| 二 | = 0.9522, 
(Yz sas) al о) 


即 在 任何 时 刻 同 时 最 多 有 15 个 终端 在 使 用 的 概率 的 近似 值 为 0. 9522. 





100 жш 
(3) 因为 n=10, p<0.1, 所 以 У, X; ~ Р(10). # 
i=1 


100 15 10“ 
Р(У, X, < 15) = De 10 — = 0. 9513, 
i=l k=0 k! 


即 在 任何 时 刻 同 时 最 多 有 15 个 终端 在 使 用 的 概率 近似 值 为 0. 9513. 
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使 用 泊 松 分 布 近似 二 项 分 布 ， 受 条 件 п®10‚ p<0.1 的 限制 ， 使 用 正 态 分 布 近似 二 项 
ЛА, АЖ п 较 大 即 可 . 例 3 中 ,用 正 态 分 布 的 近似 效果 较 好 . 

中 心 极限 定理 是 随机 变量 和 的 分 布 收敛 到 正 态 分 布 的 一 类 定理 . 不 同 的 中 心 极限 定理 
的 差异 就 在 于 对 随机 变量 序列 做 出 了 不 同 的 假设 . 由 于 中 心 极限 定理 的 有 力 支撑 使 正 态 分 
布 在 概率 论 与 数理 统计 中 占据 了 独特 的 核心 地 位 ， 它 是 20 世纪 初 概率 论 研 究 的 中 心 内 容 ， 
也 是 目前 概率 论 研究 非常 活路 的 方向 ， 这 就 是 “中 心 "二 字 的 直观 含义 . 

自然 界 是 纷繁 复杂 的 ， 但 在 这 纷繁 复杂 中 又 归于 和 谐 与 统一 ， 大 数 定律 和 中 心 极 限定 
理 很 好 地 诠释 了 这 一 自然 规律 . 在 学 习 中 请 同学 们 注意 理解 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 的 实 
质 ， 掌 握 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 在 实际 问题 中 的 应 用 . 


“| 


АЙ 5—2 


1. 小 王 自 主创 业 ， 开 了 一 家 蛋糕 店 ， 店 内 有 А, B. С 三 种 蛋糕 出 售 ， 其 售 价 分 别 为 
5 元 、10 元 、12 元. MAWKA, B, C 三 种 蛋糕 的 概率 分 别 为 0.2、0.3、0. 5. 假设 今天 
共有 700 位 顾客 ， 每 位 顾客 各 买 了 一 个 蛋糕 ， 且 各 位 顾客 的 消费 是 相互 独立 的 . 用 中 心 极 
限定 理 求 小 王 今 天 的 营业 额 在 7000 元 至 7140 元 之 间 的 概率 的 近似 值 

2. 设 我 校 学 生 概率 统计 成 绩 ( 百分制 ) 筷 服从 正 态 分 布 ， 平 均 成 绩 ( 即 参 数 凡 之 值 ) 为 
72 分 ，96 分 以 上 的 人 占 考生 总 数 的 2. 28%. 今 任 取 100 个 学 生 的 概率 统计 成 绩 ， 以 了 表 
示 成 绩 在 60 分 至 84 分 之 间 的 人 数 . 用 中 心 极限 定理 求 P(Yz60). 假定 每 个 学 生 的 概率 统 
计 成 绩 相 互 独立 . 

3. 已 知 某 厂 生产 的 晶体 管 的 寿命 服从 均值 为 100 小 时 的 指数 分 布 . 现在 从 该 厂 的 产品 
中 随机 地 抽取 64 H. 试 求 这 64 只 晶体 管 的 寿命 总 和 超过 7000 小 时 的 概率 . 假定 这 些 晶体 
管 的 寿命 是 相互 独立 的 . 

4. 在 一 次 集体 登山 活动 中 ,假设 每 个 人 意外 受伤 的 概率 是 1%， 每 个 人 是 否 意外 受伤 
是 相互 独立 的 . 

(1) 为 保证 没有 人 意外 受伤 的 概率 大 于 0.90， 问 : 应 当 如 何 控制 参加 登山 活动 的 
人 数 ? 

(2) WRA 100 人 参加 这 次 登山 活动 ， 求 意外 受伤 的 人 数 小 于 等 于 2 人 的 概率 的 近 
似 值 . 

Е, 第 (2) 小 题 要 求 用 中 心 极限 定理 解 题 . 

5. 设 某 供 电网 有 一 万 蓄 电 灯 ， 夜 晚 每 芒 电 灯 开 灯 的 概率 均 为 0.1， 并 且 彼 此 开 闭 与 否 
相互 独立 . 试用 切 比 雪夫 不 等 式 和 中 心 极限 定理 分 别 估算 夜晚 同时 开 灯 数 在 970 到 1030 之 
间 的 概率 . 

6. Ху, Х,, ++, Xioo 相 互 独立 且 服 从 相同 的 分 布 ,，X; ~U(0, 1), i=1, 2, +, 
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100. 用 中 心 极限 定理 计算 P(e X AX Xose). 
7. 设 对 ，X,，…，X, 相 互 独立 且 服 从 相同 的 分 布 ， Xi~P(1). Ж: 


(1) YX, ЖЖ; 
i=1 





2 n 
(2) 利 用 中 心 极 限定 理 求 极 限 lim fes tne + < — +. + у e]. 


1 n! 
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区 再 运 用 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 定理 和 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极 限定 理 求 解 相互 独立 随 
机 变量 之 和 的 近似 概率 值 
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拓展 阅读 





保险 费 的 制定 


保险 是 对 风险 的 保障 ， 它 提供 一 种 帮助 人 们 分 散 危 险 、 分 摊 损 失 的 机 制 ， 这 就 是 保险 
的 本 质 ， 其 方法 是 以 确定 的 成 本 支出 (缴纳 的 保费 ) 取 代 不 确定 的 损失 . 保险 费 是 投保 人 为 
转移 风险 、 取 得 保险 人 在 约定 责任 范围 内 所 承担 的 赔偿 (或 给 付 ) 责 任 而 交付 的 费用 ， 也 是 
保险 人 为 承担 约定 的 保险 责任 而 向 投保 人 收取 的 费用 . 保险 费 是 建立 保险 基金 的 来 源 ， 也 
是 保险 人 履行 义务 的 经 济 基础 . 

大 数 定律 是 保险 业 保险 费 计 算 的 科学 理论 基础 . 当 承 保 标的 数量 ( 即 购买 保险 的 份 数 ) 
足够 大 时 ， 由 切 比 雪夫 大 数 定律 知 ， 被 保险 人 缴纳 的 纯 保费 (不 包含 业务 费 、 利 润 等 部 分 
的 保费 ) 与 其 所 能 获得 赔款 的 期 望 值 是 相等 的 . 这 个 结论 反 过 来 ， 可 以 说 明 保 险 人 应 如 何 
收取 纯 保 费 . 

假设 有 nn 个 被 保险 人 购买 了 n 份 相互 独立 的 保险 ,每 个 人 出 事故 的 概率 为 p， 每 个 人 
可 获得 的 赔偿 金 为 a 元， 应 缴纳 的 纯 保 费 为 8 元. 保险 人 收取 的 纯 保 费 应 等 于 实际 赔付 金 
额 ， 当 投保 人 数 几 足够 大 时 ， 就 等 于 实际 赔付 金额 的 期 望 值 , 设 购买 该 险种 的 被 保险 人 出 
Жк АЖА X, h E444 Х-В(п, p), Л 

nb=a + Е(Х)=а+ пр=ЪЬ=ар. 

以 普通 人 寿 保险 为 例 ， 虽 然 每 个 人 的 寿命 长 短 是 无 法 预知 的 ， 但 通过 统计 分 析 ， 特 定 
年 龄 的 人 群 死亡 率 ( 身 故 概率 ) 却 基本 可 以 确定 . 假设 60 岁 的 人 群 死亡 率 为 10% ， 到 60 2 
时 每 位 身 故 者 就 可 以 获得 10 万 元 的 赔付 ， 如 果 有 10000 个 人 购买 至 60 岁 的 定期 寿险 ， 那 
么 每 人 应 缴纳 的 纯 保费 应 为 1 万 元 . 

在 实际 制定 保险 费时 ， 还 应 考虑 业务 费 、 利 润 等 因素 . 
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测试 题 五 


1. RENEE X HAWA EX) =y, 方差 D(X)=o?*， 请 用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 概 
率 P( | Х-и | >30) WER. 
2. XI, Х,, EAEI [АЈА ВЕЛЕ], Н. Х,- (2), і=1, 2, ++. I 


що, У,у Х? 007 
П i=] 


3. Ху, Х., ，… 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 . X, 的 分 布 函数 为 


0, х<0, 
F(x; 0)= 2 і= 1.0, -- 


01-е °, x20, 
(1) ЖХ, 的 密度 函数 ，; 
(2) 求 E(X) 与 E(X?); 


(35 вя уе, ЖЖЖ с КИН. 
i=1 


4. 设 随 机 变量 序列 页 ，X,，… 相 互 独立 同 分 布 ,， 且 E(X,)=0, D(X;)=o?, i=1, 


<е)=1 


5. 对 一 个 学 生 而 言 来 参加 家 长 会 的 家 长 人 数 是 一 个 随机 变量 ,一 个 学 生 无 家 长 、1 名 
家 长 、2 名 家 长 参加 会 议 的 概率 分 别 为 0.05. 0.8. 0.15. 若 学 校 共有 400 名 学 生 ， 设 各 学 
生 参加 会 议 的 家 长 数 相 互 独立 ， 且 服从 同一 分 布 . 试 求 : (1) 参加 会 议 的 家 长 数 和 超过 
450 的 概率 ; (2) 有 1 名 家 长 来 参加 会 议 的 学 生 数 不 多 于 340 的 概率 . 

6. 已 知 男孩 的 出 生 率 为 51. 5%. 试 求 刚 出 生 的 10000 个 婴儿 中 男孩 多 于 女孩 的 概率 . 

7. 为 了 测定 一 台 机 床 的 重量 ， 把 它 分 解 成 若干 部 件 来 称 量 . 假定 每 个 部 件 的 称 量 误差 
(单位 : Ке) 服从 区 间 (-2，2) 上 的 均匀 分 布 . 试问 ， 最 多 把 这 人 台 机 床 分 解 成 多 少 个 部 件 才 
能 以 不 低 于 99% 的 概率 保证 总 重量 误差 的 绝对 值 不 超过 10kg. 

8. 为 确定 某 市 成 年 男子 中 吸烟 者 的 比例 p， 准备 调查 这 个 城市 中 的 nn 个 成 年 男子 ， 记 
这 n 个 成 年 男子 中 的 吸烟 人 数 为 


2，…， 证 明 对 任意 正 数 。， 有 limP( | Yx ү 
рсе і=1 





G) H: n 至 少 为 多 大 才能 使 Р(х, 





<0.02./p( 1-р) | :0.95( 要 求 用 中 心 极 限 
定理 ) ; 
(2) 证 明 : 对 于 (1) 中 求 得 的 n， ДЕ 





<0. o1) 三 0. 95 成 立 . 
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测试 题 五 


9. Ху, X,, +, Х„, ++ 为 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 且 均 服从 参数 为 
A(>1) 的 指数 分 布 ， 记 B(%) 为 标准 正 态 分 布 函 数 ， 则 下 面 正 确 的 是 (。。”). 














> X, -nA >: x, = пА 
A. lim Pi i=! не = Ф(х) В. lim Pi i=! Sw = Ф(х) 
n— œ Ada n HA 
А X; -n УХ, -А 
С. lim P: і=1 РУР = Ф(х) D. БаР; i=! чеги, = Ф(х) 
п» e ra п œ Jai 














136 ~ 


第 六 章 ”统计 量 和 抽样 分 布 


[ 课 前 导读 ] 

离散 型 随机 变量 对 与 相互 独立 时 ,四 与 的 联合 分 布 律 可 以 由 于 与 了 的 分 布 律 乘积 
表示 ， 具 体 表 示 为 : 对 一 切 (x，y) e R?， 都 有 

Р(Х=х, Ү=у)=Р(Х=х)Р(Ү=у). 

ARAMEES YAAR, X 5 Y 6) jt 2 % BE RATA X 5 Y 65 # J s 3k 

乘积 表示 ， 具 体 表示 为 : 对 一 切 (x，y) e R*?， 都 有 
Fx, y)=fx(x)fy(y). 

推广 到 nn 维 : Ху, X,, +, X. 相互 独立 ， 则 元 维 离散 型 随机 变量 (大 ， 和 到，…， 马 ) 

的 联合 分 布 律 为 
P(X =x, X,=x,, >, Х„=х„)=Р(Хү=ху)Р(Х,=х;)+Р(Х=х„). 
п i£ db l йдъ OO X, X,, +, X, ) 的 联合 密度 函数 为 
сету жор ө, x,)= fx (xl Р, (22) fx (2n). 
(贝塔 函数 ) 积分 计算 公式 为 
| E E 

从 本 章 起 将 讲述 统计 的 基本 知识 . 统计 是 具有 广泛 应 用 的 一 个 数学 分 支 ， 它 以 概率 论 
为 基础 ， 根 据 试验 或 观察 得 到 的 数据 ， 来 研究 随机 现象 . 例如 ， 我 们 在 购买 空气 净化 器 
时 ， 需 要 了 解 净化 效率 指标 ， 一 品牌 声称 他 们 的 空气 净化 器 净化 效率 达到 300 以 上 上， 那么 
实际 上 该 产品 的 净化 效率 究竟 有 多 少 呢 ? 厂家 声称 的 300 以 上 是 否 可 信 呢 ?这 些 问题 都 需 
要 我 们 先 通过 抽样 检测 ， 再 对 以 上 问题 做 出 合理 的 估计 和 判断 . 统计 学 就 是 研究 如 何 用 有 
效 的 方法 收集 、 整 理 和 分 析 带 有 随机 性 影响 的 数据 ， 对 研究 的 问题 做 出 推断 和 预测 ， 为 采 
取 某 种 决策 提供 依据 和 建议 . 

本 章 介绍 统计 的 基本 概念 ， 如 总 体 和 样本 、 统 计量 和 抽样 分 布 等 内 容 既 是 由 概率 论 
向 数理 统计 过 渡 的 桥梁 ， 又 是 今后 学 习 统 计 推 断 (估计 与 检验 ) 的 必要 准备 . 
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= 总 体 


在 一 个 统计 问题 中 ,我 们 把 研究 对 象 的 全 体 称 为 总 体 ， 构 成 总 体 的 每 个 成 员 称 为 个 

Ж. 在 实际 问题 中 ， 总 体 中 的 个 体 是 一 个 实在 的 人 或 物 . 例如 ， 我 们 要 研究 小 学 生 的 体重 
情况 ,那么 所 有 的 小 学 生 构 成 了 问题 的 总 体 ， 每 个 小 学 生 就 是 一 个 个 体 ， 可 能 换个 研究 课 
题 ， 要 研究 小 学 生 的 视力 情况 ， 那么 还 是 这 些小 学 生 构 成 了 问题 的 总 体 和 个 体 ， 只 是 研究 
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的 特征 指标 不 一 样 了 . 所 以 为 了 讨论 的 简便 ,我们 将 每 个 小 学 生 ( 个 
Ж) 的 数量 指标 值 作为 个 体 ， 将 所 有 数量 指标 值 的 全 体 看 成 总 体 . 例 
如 ， 每 一 个 小 学 生 的 身高 是 个 体 ， 所 有 人 的 身高 是 全 体 ; 每 一 个 小 学 
生 的 左右 眼 视 力 是 个 体 ， 所 有 人 的 视力 是 人 全体。 我们 将 研究 对 象 的 某 
个 数量 指标 值 的 全 体 称 为 总 体 . 这 样 的 话 ， 抛 开 实 际 背景 ， 每 一 个 总 
体 都 是 有 一 组 数据 组 成 的 ， 在 这 组 数 中 ， 有 大 有 小 ， 有 的 出 现 次 数 多 
有 的 出 现 次 数 少 ， 因 此 可 以 用 一 个 概率 分 布 描述 ， 所 以 说 总 体 数量 指标 就 是 服从 一 个 分 布 
的 随机 变量 ， 我 们 不 妨 用 大 写字 母 筷 表示 总 体 ， 那 么 总 体式 就 是 具有 未 知 分 布 函 数 F( x) 
(或 未 知 的 分 布 律 ， 或 未 知 的 密度 函数 ) 的 一 个 随机 变量 . 

例 1 交通 安全 的 一 个 数量 指标 就 是 交通 事故 发 生 数 . 所 有 高 速 公 路 根据 省 市 划分 成 
若干 路 段 ， 每 个 路 段 在 某 一 长 假期 间 的 交通 事故 发 生 数 就 是 一 个 个 体 ， 所 有 路 段 的 交通 事 
故 发 生 数 构成 一 个 总 体 . 这 个 总 体 中 有 很 多 0， 但 也 有 1，2，3 等 . 研究 表明 ， 一 个 路 段 上 
的 交通 事故 发 生 数 蕊 服从 泊 松 分 布 P( 和 A) ， 但 分 布 中 的 参数 A 是 未 知 的 ， 显然 A 的 取 值 反 
映 了 路 段 的 安全 性 ， 直 接 影响 了 交警 部 门 的 应 对 措施 . 

在 这 个 例子 中 ， 我们 假定 总 体 的 分 布 类 型 是 已 知 的 ,但 含有 一 个 未 知 参 数 和 ， 我 们 需 
要 通过 确定 À 的 值 ， 来 最 终 确 定 总 体 的 分 布 . 我 们 将 在 第 七 章 学 习 如 何 估计 这 里 的 未 知 参 
数 A， 而 在 实际 中 ,研究 发 现 ， 关 于 交通 事故 发 生 数 为 泊 松 分 布 的 假定 在 有 些 情况 下 并 不 
适用 ， 那 么 这 时 候 关 于 总 体 的 分 布 就 变 成 是 分 布 类 型 都 未 知 的 了 ， 这 就 是 非 参 数 统计 ， 本 
书 中 不 涉及 这 部 分 的 讨论 . 

例 2 АЖ Х-В(І, р), КАЖАЛЕ у(х; р). 

M fa; р) = P(X=x)= (1-p) p; «=0, 1. 

13 设 总 体 X~N(，o2) ， 求 总 体 的 密度 函数 所 zx; ш, т”). 

有 

解 f(x; ш, с ) 7 И <х<+. 

Ж. 在 统计 中 ， 为 了 形式 上 的 统一 ， 将 离散 型 总 体 筷 的 分 布 律 P( X=x)1Bie (х); 
同时 ， 为 了 突出 总 体 分 布 中 的 未 知 参 数 9， 就 将 f(x) 表示 为 Kx; 6)， 同 样 密度 函数 ， 分 
布 函数 也 是 如 此 表示 ， 分 别 记 为 Kx; 0)#8 F(x; 0). 

按照 总 体 中 所 包含 的 个 体 数 量 的 不 同 ， 总 体 可 以 分 成 有 限 总 体 和 无 限 总 体 ， 当 个 体 数 
量 很 多 时 ， 通 常 也 把 有 限 总 体 看 作 无 限 总 体 ， 本 书 中 只 讨论 无 限 总 体 的 情况 . 











二 、 样 本 


在 数理 统计 中 ， 总 体 分 布 永远 是 未 知 的 ， 如 汽车 厂商 要 设计 一 款 既 经 济 又 舒适 的 家 用 
小 汽车 的 座 椅 宽度， 那么 人 群 的 体型 宽度 到 底 服 从 什么 分 布 呢 ? 即使 假定 人 群 的 体型 宽度 
是 服从 正 态 分 布 的 ， 那 么 均值 人 和 方差 o? 这 两 个 参数 仍然 未 知 . 显然 ， 我 们 无 法 预知 哪 
些 人 和 群 是 可 能 购买 汽车 的 潜在 顾客 ， 即 使 知道 ， 也 无 法 获取 所 有 他 们 的 体型 宽度 数据 . 所 
以 我 们 希望 从 客观 存在 的 总 体 中 按 一 定 规则 选取 一 些 个 体 ( 即 抽样 ) ， 通 过 对 这 些 个 体 作 观 
察 或 测试 来 推断 关于 总 体 分 布 的 某 些 量 ( 如 总 体 X 的 均值 、 方 差 、 中 位 数 等 )， 被 抽取 出 
的 这 部 分 个 体 就 组 成 了 总 体 的 一 个 样本 .观测 到 的 这 些 个 体 的 值 便 是 实际 问题 中 常见 的 数 
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据 . 这 里 所 谓 的 “一 定 规则 ”， 是 指 保证 总 体 中 每 一 个 个 体 有 同等 的 机 会 被 抽 到 的 规则 . 在 
总 体 中 抽取 样本 的 过 程 称 之 为 抽样 ， 抽 取 规 则 称 之 为 抽样 方案 . 本 书 中 ,采用 简单 随机 抽 
样 这 种 抽样 方案 ， 表 示 对 总 体 的 每 一 次 抽样 ， 总 体 中 的 所 有 元 素 都 有 相同 的 被 选 概率 . 用 
这 种 抽样 方案 得 到 的 样本 称 为 简单 随机 样本 ( 简称 样本 ) ， 这 是 一 个 非常 基本 、 常 用 的 假 
定 ， 本 书 中 提 到 的 样本 都 是 指 简单 随机 样本 . 由 于 在 观测 前 ， 样 本 观测 值 是 不 确定 的 ， 所 
以 样本 是 一 组 随机 变量 (或 随机 向 量 )， 为 了 体现 随机 性 ， 用 大 写字 母 (XI ，X,，…,，X,) 
RI, HP n 为 样本 的 大 小 ， 称 之 为 样本 容量 . 简单 随机 样本 具有 下 列 两 个 特性 . 

(1) 相互 独立 性 Xi, Х,, e, X, 相互 独立 ， 样 本 中 每 个 个 体 的 取 值 不 受到 其 他 个 
体 取 值 的 影响 . 

(2) 代表 性 X, 同 总 体 分 布 (X;~f(x;; 9) )， 总 体 中 的 每 一 个 个 体 都 有 同等 机 会 被 选 
AF2. 

换 句 话 说， 简单 随机 样本 表示 Х|, X,, ，…， X, 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 且 每 一 个 
X, 的 分 布 都 与 总 体 X 的 分 布 相同 ,i=1，2，…，n. 因此 我 们 可 以 根据 概率 论 中 多 维 随 机 
变量 分 布 的 性 质 得 到 样本 的 联合 分 布 如 下 . 

设 总 体 X 是 一 个 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 P(X=x; Ө). 样本 (Xl，X,，…， X) 
联合 分 布 律 为 


Fai motnoma O= .oP = o= [Pa =x;; 0). 
WK X EMERE, BERRA a; Ө), RKG, X), =, X )HJER 
合 密度 函数 为 
Кх, Xas s Xas Ө) = fy (%13; 0) fy, (%2; gje fy КЗ 0) = Пла: ө 


一 旦 给 定 的 简单 随机 抽样 方案 实施 后 ， 样 本 就 是 一 组 数据 ， 用 小 写 的 英文 字母 (x , 
2，…， 刀 ) 表 示 ， 也 称 之 为 样本 观测 值 ， 事 实 上 ， 样 本 观测 值 C(x; ，x，，…，x, ) 就 是 样 
E(X, X,, ++, 成 ) 的 一 组 特定 的 观测 值 . 

例 4 RE X~B(1, p), (X X%, =, XX, ) 为 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 , 求 样本 
(Xi, X,, +, Х„) 的 联合 分 布 律 f(x1，%2，*…:，x,; р). 


解 Кау, &, =, Wd Pp)=P(L =, Х =), зе, Ay E p)= Цох, =х;; р) 
= (1 = р) pa... (1 - р)! np ЖА 


а: у x< 6 Ж ыа 
=(1=р) i pei , ж; =Ü, ly ial; 2, =, W 
例 5 1ЖАМЖХ-Р(А), (Х|, X,, =, XO ЖАА ЁЁ Ж, ЖХ, 
X3, Па XO 的 联合 分 布 律 f(x) , Xas "`° °, 063 À). 











À Л?2 А *6 
解 №, WR 5 AJE” Еау де 
х1! х! х6! 
> 
一 6A ла" 
= е 6 Xi = 0, Ë. 2, £ tml Л, ,‚ 6. 
П>! 
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例 6 设 总 体 X~U(0，9)，(Xi，Xs，…，X,) 是 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 ， 求 样本 
(Х|, X,, ++, Xn) 的 联合 密度 函数 
жк авла орь (а ОР ЫН В) САИ) 
i 人 
T ж. 
例 7 设 总 体 X~ NG， о?), (X, X,, +, X.) MR BX S KJ ЕЖ, КЊ 
(Ху, X,, 0e, Xn) 的 联合 密度 函数 
Жого? 
| {1 


解 Саң» аа „р ba ©? ).= те 202 ‚ —%0 <х;,<+0 ; ¿E.L a 2, <=, T 
(2т02) > 








习题 6-1 


1. 某 视频 网 站 要 了 解 某 个 电视 类 节目 的 收视 人 群 的 特征 ， 于 是 进行 了 问卷 调查 ， 请 
问 该 项 研究 的 总 体 是 什么 ? 个 体 是 什么 ? 样本 是 什么 ? 

2. 学 校 关 注 学 生 的 心理 健康 情况 ， 特 从 学 校 中 随机 抽取 100 名 学 生 进 行 测 试 . 请问 该 
项 调查 的 总 体 和 样本 分 别 是 什么 ? 

З. 某 品牌 高 钙 牛 奶 声称 其 每 100mL 牛奶 中 ， 含 钙 量 超过 120mg, 研究 人 员 对 其 进行 
调查 ， 从 不 同 批 次 生产 的 牛奶 中 随机 抽取 了 10 盒 进 行 检 测 ， 请 问 该 项 检测 的 总 体 和 样本 
分 别 是 什么 ? 

4. (х, …，,，X,) 是 取 自 总 体 和 的 一 个 样本 ， 在 下 列 三 种 情况 下 ， 分 别 写 出 样 
ЖОХ, X,, с, цн 

ВС, ННН Е, ба. еу, fe 

(2) ЖЖ Х-Е(А); 


G) ЖМЖ ВОВЕ ВАО ДО) е, -o свое, 
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数理 统计 的 基本 任务 之 一 是 利用 样本 所 提供 的 信息 来 对 总 体 分 布 中 未 知 的 量 进 行 推 
断 ， 简 单 来 说 ， 就 是 由 样本 推断 总 体 . 但 是 ， 样 本 常常 表现 为 一 组 数据 ， 很 难 直 接 用 来 解 
决 我 们 所 要 研究 的 具体 问题 ， 人 们 常常 把 数据 加 工 成 若干 个 简单 明了 的 数字 特征 ， 由 数据 
加 工 后 的 数字 特征 就 是 统计 量 . 所 以 说 统计 量 综合 了 样本 的 信息 ， 是 统计 推断 的 基础 . 统 
计量 的 选择 和 运用 在 统计 推断 中 占据 核心 地 位 . 

统计 量 的 定义 : (X I, X,, e, Х„) 为 取 自 总 体 的 一 个 样本 ,样本 (X)，X,，…， 
Х,) ВРА О а(Х, Х,, +, Х,), жа 中 不 直接 包含 总 体 分 布 中 的 任何 未 知 参数 ， 则 称 
140. 
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в(Ху, X,, +, Х„) 为 统计 量 . 

在 抽样 前 ， 统 计量 是 一 个 随机 变量 . 在 抽样 后 ， 得 样本 (XX ，X,，…, Xn) ВОИ 
值 (x; ，x2，…，x%,) ， 则 所 得 的 g(xi，x2，…，zx, ) 即 为 统计 量 的 一 次 观测 值 ， 它 是 一 个 
可 以 由 数据 算得 的 实数 . 我 们 构造 统计 量 的 主要 目的 就 是 去 估计 总 体 分 布 中 的 未 知 参 数 . 
在 这 一 小 节 里 ， 我 们 给 出 一 些 常 用 的 统计 量 ， 它 们 包括 样本 均值 、 样 本 方差 、 样 本 和 矩 和 次 
序 统计 量 等 . 

例 1 (Ху, X,, e, Х„) ЖИН НО, Ө) 上 均匀 分 布 总 体 的 一 个 样本 ，69>0 Ж 
知 ， 下 列 样 本 的 函数 中 

с. “二 X6 

T = 一 一 一 一 是 统计 量 ， 不 含 总 体 的 未 知 参数 0; 

Т,=Х,-0 ‚тиң 含有 未 知 参 数 0; 

T,=max(X,), +, X6) 是 统计 量 ， 不 含 总 体 的 未 知 参数 0. 


一 、 样 本 均值 和 样本 方差 


BX, X, e, XX ) 为 取 自 总 体 的 一 个 样本 ， 称 


X=—} X; 
n i=1 
为 样本 均值 ; 
Pe È AEN aP) 
fu = kiss] m= sel 
为 样本 方差 ; 
S= 82 
为 样本 标准 差 . 
ee 
#=— ж; йе, (х; = “= ч —п?); s= Ve. 
这 此 观测 值 仍 分 别称 为 样本 均值 样本 方差 和 样本 标准 差 
此 外 БЫУ дет, E 5а 


Th =] 


HERH k MIRAE, 4 k=1 Ff}, A =X. 
м,.= У (x, = 0%, k= 1, 2, 3, 
i=l 
为 样本 的 大 阶 中 心 矩 . 





1 п = 1 n Ж 
чке, м, = оа, s = [LE (2 ma. 
‚ n i=] fÚ фе 


由 于 统计 量 是 样本 (XX ，X,，…，X, ) 的 函数 ， 因 此 统计 量 也 是 随机 变量 ， 接 下 来 我 
们 用 定理 的 方式 给 出 常用 统计 量 的 性 质 . 
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定理 KA X РИН Е(Х)=и, 方差 D(X)=o2?, (X, X, 
:， 马 , ) 为 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 ， 则 . 


2 
(1) Е(Х)=и, р(Х)= 2; 


9» 





(2) Е(82)= 02, Е(51)= 02, 
(3) #2, 9 yG, – 0)2 2.02, 52 -LE E y> a. 
证 明 MED- Ex] 4E EX) 

ро 001 к) 5 рх) =. 


У (Х, -ху) = - уж - п) 
х i=l 


11 


(HS = 5-1 


= — (У кой) — пЕ(Х)). 
і=1 
Ya А Е(Х?)= Р(Х) +(Е(Х)) 代入 上 式 ， 可 得 








Re HIÈ (оох) + (E(X,))2) -n(D(X) + (E(X))2)] 
= 一 [we +u’) - (= ta) |== 
a= n 
因为 а= -D =e, 
所 以 Е( 5?) = 1805) = зай Ч] 


(3) Нз еН Е НЕ Е, НИ X” u, 
1-2 д, 
П = 1 


所 以 


1 
52 = — У(Х, -XP = 256 - Po + - р? =0?, 
m izi 





这 个 结论 就 是 第 七 章 中 矩 估计 法 的 理论 依据 . 
例 2 RA, X, =, 无 ) 是 取 自 总 体 艺 的 一 个 样本 ， 在 下 列 三 种 情况 下 ， 分 别 求 
E(X), D), n {1-5 х). 
1 


(1) X-B(1, р); (2)X~E(A); (3)X-U(0, 20), 其 中 0>0. 
f (1)X~B(1, p), ЛТД 
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Е(Х)=р, D(X)=p(1-p). 


故 
Е(Х)=Е(Х)=р, осту py. 
п n 
E(S2)= D(X)=p(1-p), 
a( LER)= Y a = rO) =. 
i=1 n i=] 
(2) X~E(A)， 所 以 
1 1 
E(X)=— Da 
y se y a 2 gA 1 Б мд _ 2 
故 Е(Х)=--, Р(Х)=—-, ECS у=; E[z ye), 
(3) X~U(0，26) ， 其 中 9>0， 所 以 
2 
E(X)=0, D(X)=S, 
АЗ a y _ а 2 -本 l< 2) 4 
故 E(X)=0, D(X)=z—, Е(5?)= е) зе 


* 例 3 (Х|, Х,, “е, X ) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ， 总 体 X~P(A)， RXS 
T Y х} 分 别 依 概率 收敛 于 什么 值 ? 
i=l 


= P 1 < P 
解 X— ,À,—)X X2— E(X2)= +A. 
n i=] 


二 、 次 序 统计 量 


КЛЯНЕ Xa, Хоу, 5, Хоу X, X, e X 由 小 到 大 排序 得 到 的 ， 次序 统 
计量 中 加 圆 括号 的 下 标 使 它们 区 别 于 未 排序 的 样本 . 例如 ，X, 仅 是 样本 中 的 最 后 一 个 观测 
(А, T X a 则 表示 它 是 样本 中 取 值 最 大 的 观测 值 ， 故 有 如 下 定义 : 

BX, Xs，…，X,) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ， 总 体 X 的 密度 函数 为 f(x) ， 分 布 函 
数 为 Fx(x). 样本 中 取 值 最 小 的 一 个 记 为 (1)，， 即 处 (1)= min(XX | ，X，，…，X,)， 称 为 最 
小 次 序 统计 量 . 取 值 最 大 的 一 个 记 为 еу Вр Холу = тах(Ху, Хз, ~, Х,), 称 为 最 大 次 
序 统计 量 . X. 称 为 第 站 次 序 统计 量 ，i=1，…，m， 满 足 

Xin SX.) <: SX...) Ха). 

Хоту X en) 的 密度 函数 分 别 为 ,A ，(v) 和 fx,(u)， 由 第 三 章 第 五 节 定 理 4 的 推广 有 

| feo (0)=n (1-Е) Ао), fe (u)=n (Еби) Аи). 

#14 BA, Х,, e, X JR H XE ВЕК, EXEO), РКИ: 
HE Xas Xen 的 分 布 . 

解 SMK X-E(À), ， 所 以 密度 函数 为 
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( у х>0, уй 
килү, 其 他 ， 
0, 0, 
分 布 函数 为 Fo=| тЫ wz 
l=e™*, x20. 


БИК, REARS (ь)=п (1-Fx(v))" fx(v)， 可 得 
niAe ™ i. ө), 
ла)" 其 他 . 
ИП Xu ~E(nA). 
又 根据 公式 у (ww)=n (Fx(wu))"'fx(u)， 可 得 
nie (lol u20, 
RO 其 他 
15 B(X, X,, =, 成 ) 是 取 自 总 体 蕊 的 一 个 样本 ， 总 体 X~U(0，1). 求 最 小 次 
序 统计 量 X ， 的 均值 和 方差 
解 根据 例 4 中 Xi 的 密度 函数 公式 不 难 求 得 ，Xo) 有 密度 函数 f(y) = 


п(1-у)”!,_ 0<y<1， лаа а е ГАД 
= түн. BDA h [URN SE T AUE ОШ 





1 \ 1 г. A _ 1 
BCX)=n | у(1-у)*14у=в | у (dyn ry 
x 
2 Е l 2 ш, | >> | 2 БЕНЕТ a 2 = 2 
E(X(1)) nfo (15у) dysa f y эл aea” aen Oray 
2 1 n 


因此 D(X.; )= 





(п+2) (п+1) (atl)? (n+2)(n+1) 
习题 6-2 


1. (Ху, X,, +, X ҢҢ AK X (0—1 ЁЁЖ, X & S2 分 别 为 样本 均值 与 样本 方 
差 ， 在 下 列 两 种 总 体 分 布 的 假定 下 ,分别 求 E(X)、D(X) 及 ECS): 

(1) X-P(À); 

(2) Ми, o°). 

2. (Ху, X, +, XX,) 是 取 自 正 态 总 体 N(1，o?) 的 一 个 样本 , KR: 


(0 (У, GX. = 12), р(У (х, 513°) 
i=1 i=1 


(2) Е[(У x RERI E sm) h 
i= i=1 
3. (Xi, X, e, X ERA AE X AER, E X RREN f(x; 0)= 


25 

— 0 20, Л 

б оджа, 若 E(c YX) = 02?， 求 。 的 值 
0, Ж, км 
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4. 设 总 体 X~N(40，5?) ，(1) 抽 取 容 量 为 36 的 样本 , 求 P(38<X=<43); (2) 样 本 容 
En ZK, 才能 使 P( | X-40|<1)= 0.95. 

5. (Ху, Х,, e, XARA ESDI N u, P) 的 一 个 样本 ， 试 求 统计 量 U = 
У х, ИМЕ, Жср, c, e, c, 是 不 全 为 零 的 常数 . 

6. (Ху, XX,，…,X,) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,总体 X~N(0，1), X HERE 
值 , БҮ,=Х,-Х, і=1, 2, =, m Ж: 

(1)Y; 的 方差 DY ，i=1，2，…，7mi 

(2)ү, 5 Y, ЈИ 25 соу(Ү, Ү,). 

7. (Xi, Х,, ++, X.) ЖИ H SK ХА, SMK X-U(0, 0). 求 最 大 次 序 统 
计量 X 的 均值 和 方差 . 

8. ШОХ, Х,, +, 蕊 ) 是 取 自 总 体 瑟 的 一 个 样本 ， 总 体 开 的 概率 密度 为 f(x; 6)= 


人 


(1) 总 体 开 的 分 布 函数 F(x) ; 
(2) 最 小 次 序 统计 量 X(1) 的 均值 和 方差 
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和 2 分布、 分布、 下 分 布 都 是 从 正 态 总 体 中 衍生 出 来 的 ， 之 前 介绍 的 几 种 常用 的 统计 
量 的 分 布 在 正 态 总 体 假定 下 都 与 这 三 大 分 布 有 关 ， 所 以 它们 在 正 态 总 体 的 统计 推断 中 起 着 
重要 的 作用 . | 

— A 分布 


ИХ, X,, +, X, 为 相互 独立 的 标准 正 态 分布 随 机 变量 ， 称 随机 变量 Y=X?+X2+…+ 
X 服从 自由 度 为 nn 的 XY 分布 WH Y ~ (п). 





X(n) 分 布 的 密度 函数 为 
yole, y>0, 
дә= {2?г{ 
0, 其 他 . 
j2(m) 分 布 的 密度 函数 图 像 如 图 6. 1 所 示 . 
№ 分 布 具有 如 下 性 质 . 


性 质 1 4 Y-X2(n)BF, E(Y)=n, D(Y)= 2л. 
证 明 Y= У X2.X2(n), 


i=l 





Ё(Ў)=Е( У,Х?у= У Е(Х2)=а, 图 6.1 3j2(m) 的 密度 函数 
¿= 1 i=1 
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D(Y)=D( DR)= Y р(?)= У, [Е(Хї)-(Е(Х?))?]= Y (3-12)= 2л. 
і=1 i=l i=l iel 
性 质 2 № 分 布 具有 可 加 性 : w X-X2(m), Y-X2(n), HX 5 Y HE BsF, W X+Y 


~А(т+п). 
证 明 ліс X= У ж-т), Ү= У зл). 


Ж X, X,, з х, 相互 独立 同 分 布 ， 都 服从 N(0, 1), Yi, Ү,, 0, Y, 相互 独立 
同 分 布 ， AANO, 1). XAJ X 5YE, WX, Х,, ti Xas Yis Y,, =, 
Y, 相互 独立 . 则 有 

X+Y= Y+ чат). 

注 : 类 似 具有 可 加 性 的 分 布 还 有 二 项 分 布 、 泊 松 分 布 和 正 态 分 布 . 

X 分 布 的 a 分 位 数 记 作 从 (mn) ， 它 表示 : 对 于 给 定 的 «(0О<е<1), 34 Х-ЖХ(п), A 
Р(Х<А2 (п) )= о. 从 (nm) 的 值 可 以 通过 查 附 录 5 得 到 . 

例 1 设 (ZI 大，…，286) 为 取 自 标准 正 态 总 体 W(0，1 ) 的 一 个 样本 ， 求 下 列 三 个 统 
计量 的 分 布 : (1)X?+X2; (2)X?; (te Cr) Ce 并 求 a, b 的 值 . 

解 (1) 由 样本 的 定义 可 知 ，X) ，X,，…，X6 相互 独立 ， 且 都 服从 N(0，1)， 所 以 根 
据 X 分 布 的 定义 可 知 X?+X2 ~X?*(2); 

(2) 同上 , Xi~X*(1); 





(3) X,+X,-N(0, 2), BP ee 
+A;~ 5 $ 

Ж /2 

又 X,-X;+X6~N(0, 3), EB ee МО, 1) 

-Х.+Х, ~ А ， 即 一 一 一 一 ~ Я | 

ЕОР тя V3 


NCO; 1), 


Br A H А? 分 布 的 定义 可 知 
(х, a EE) 2) -X2 (3) : 





РЛ B 
1 
EAT a=, ү 
B2 (Х|, Х,, =, XX,) 是 取 自 正 态 总 体 N(0，o?) 的 样本 ， 试 证 : у 
i=l 
1 n 
~А(п) ; (2) —( У, X,)2-22(1). 
no i=1 
X. Ж x 
证 明 (1) 由 已 知 得 一 ， к= ан" 元 相 互 独立 同 分 布 ， 都 服从 N(0, 1), нА 分 布 


п "Py: 2 n 
的 定义 知 ， 15) ~X? (n), 即 二 У Х2-А(п). 
е е ЕЭ | 





2) AN, Y X - М0, пог), ВП: 有 х уп, |221 
(2) 易 见 , У, X,-N(0, по?) 17 (0, 1), HAX? 分 布 的 定义 知 
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l Г 
(1), а(х)" ~). 


二 ,于 分 布 





设 随机 变量 元 与 了 相互 独立 ， 目 YN(0， 1), Y-X(n), Т-А Á HE 
/Ү/п 


H n 的 1 分 布 (又 称 为 学 生 氏 分 布 )， 记 为 7 (п). 
i(n) 分 布 的 概率 密度 函数 为 
Г((п+1)/2) „=, пу 
VmnT(n/2) 
i(n) 分 布 的 密度 函数 图 像 ( 见 图 6.2) 关 于 直线 1=0 对 称 ， 当 充分 大 时 ， 其 图 形 类 似 于 标 
准 正 态 分 布 的 密度 函数 图 像 ， 如 图 6. 3 所 示 . 事实 上 ， 有 


f(x)= 


n 


fe а 
іт (х) = e 2 


п—›® 24 


即 当 充分 大 时 ，t(n) 分 布 近似 于 N(0，1) 分 布 . 























6.2 t(n) 的 密度 函数 图 6.3 标准 正 态 分 布 和 £ 分布 的 密度 函数 


ti(n) 分 布 的 a 分 位 数 记 作 (п), ERR: 对 于 给 定 的 a(0<a<1)， 当 7T~i(n) 时 ， 有 
P(T<St,(n))=a. 
由 i(n) 分 布 密度 函数 图 像 ( 见 图 6. 2) 的 对 称 性 知 
1.0п)= –4..(љ). 
tu(n) 的 值 可 以 通过 查阅 附录 6 得 到 ， 在 实际 中 ， 当 п>45 时 ， 对 于 常用 的 о 值 ， 就 用 
标准 正 态 分 布 的 分 位 数 近 似 ， 即 
t (n) ue. 
例 3 设 7T~i(10)，, 求 常数 c 使 P(T>c)= 0.95. 
解 ” 由 P(7T>c)= 0.95 可 知 ，P(T<c)= 0.05， 所 以 c=to 0s(10)， 由 1 分 布 的 密度 函数 
图 像 对 称 性 可 知 ，c=to 0s(10)= -to os(10)， 查 附录 6 得 c=-1.8125. 
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=. F #r# 


设 随 机 变量 丰 与 了 相互 独立 ，X -2(m) Ү-Х?(п), ШЖ F-X TRA Н (п, 


п) Е 01, WHF -Е(т, п), Ж т 称 为 第 一 自由 度 ，n 称 为 第 二 自由 度 . 
F(m，n) 分 布 的 概率 密度 函数 为 


m+n 
| ы?» = 
——————|—|у [1+ у| ，y>0, 
f(y)= 1 m 186 | п) 
ri (5) 


0, 其 他 . 
F(m，nn) 分 布 的 概率 密度 函数 图 像 如 图 6. 4 所 示 . 


m=20 п=100 







ý 
m=20 n=25 


т=20 п=10 





图 6.4 F(m,n) 的 密度 函数 


Fm，n) 分 布 的 a 分 位 数 记 作 F(m，n)， 它 表示 : 对 于 给 定 的 a(0<a<1)， 当 ~ 
Е(т, п), # Р(Е<Е, (т, п))=в@. F.(m, zz) 的 值 可 以 通过 查阅 附录 7 得 到 ， 且 具有 
下 列 性 质 : 

1 
Fs(n, т)` 
证 明 Ў X-X2(m), Ү-Х(п), X5 YEMA, MM 


Е„(т, n)= 





所 以 P(F<F.(m, n))= a, MENFE SE Вр е. J! а, 


所 以 天 Falan, m), KERRI. 


例 4 设 随机 变量 T. (n), F=% 求 随机 变量 F AAE. 


解 ” 由 于 7T~i(n)， 不妨 设 7= 一 ,其 中 随机 变量 X 与 Y 相 互 独立 , H Х-М(О, 
V Y/n 
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1), Y(n). Ж Fei r, RAC), B X° 与 了 相互 独立 ， 故 由 王 分 布 的 定义 


知 , F-F(n, 1). 
习题 6-3 


1. 查 表 分 别 写 出 如 下 分 位 数 的 值 : Хо өз( 10) A &( 10), ,to.9%5(8) , tos (8), Foos(3, 
Ту, Едт) і 

2. (1) X-X2(8), Ж а, с, 使 P(X<a)= 0. 05, Р(Х>с)= 0. 05; 

(2) Ж Т-1(5), 求 常数 ce 使 P( |Т|<с)= 0.9; 

(3) E Е-Е(6, 9), ЖЖ Фа, с, 使 P(X<a)= 0. 05, Р(Х>с) = 0. 05. 

3. (Ху, Х,, ~, Х)&ҢХН1ЕЖАМЖ N(0, о2) 的 一 个 样本 ， 问 : 


наа, 

(1) k 一 一 一 了 一 服 从 什么 分 布 ? 自由 度 是 多 少 ? 是 多 少 ? 
Ум 
X: +X 

(2) с 


а с акама 自由 度 是 多 少 ? c 是 多 少 ? 
X3 


4. B(X Х,, ++, X.) EE B ESME N(0, 4) 的 一 个 样本 ， 
(1) 给 出 常数 c, wa 分 布 ， 并 指出 它 的 自由 度 


+X 
(2) 给 出 常数 d, 使 得 4 — U UA: Ay, 并 指出 它 的 自由 度 ; 
JX +05 +X2 


А 
(3) ена, MEA k EA F A, 并 指出 它 的 自由 度 


5. ОХ, 和，…，X,) 是 取 自 总 体 姑 (n) 的 一 个 样本 ，X 为 样本 均值 ， 试 求 E(X)， 
р(х). 








X, +X. 
6. #(Х\, X,, ---, Xs) 是 取 自 正 态 总 体 N(0，o?) 的 一 个 样本 ,a 一 一 一 一 
|X,-X,-X; | 


什么 分 布 ? a 是 多 少 ? 


服从 


ЖИП 正 态 总 体 的 抽样 分 布 


抽样 分 布 ， 即 为 统计 量 的 分 布 .因为 统计 推断 是 基于 统计 量 作出 的 ， 所 以 研究 统计 量 

的 分 布 是 统计 推断 过 程 中 一 个 十 分 重要 的 环节 . 由 于 正 态 总 体 的 重要 性 ， 本 节 我 们 讨论 在 
正 态 总 体 下 几 个 常用 统计 量 的 抽样 分 布 . 
定理 1 R(X, L, =, X,) 是 取 自 正 态 总 体 N(u，o?) 的 一 个 样本 ,样本 均值 六 = 

LŠ x яз = È (х,-Х)?, Mi 

№ ;=1 n=l i=] 
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Ра 2 У 
а Z), MERNO 1); 
n o 


> (х, - Х)2 
i=} 


(о) E ea, 05 ae 
o 


" nl) ; 


正 态 总 体 抽样 分 布 





(3) 下 与 82( 或 52) 相 互 独立 . 

定理 的 证 明 见 参考 文献 [2] 145-146， 这 个 定理 是 正 态 总 体 中 最 基本 的 一 个 定理 ,后 
面 定理 2 和 定理 3 都 是 该 定理 与 阅 分 布 、t 分布、 分 布 的 应 用 . 

te а ичн Св 


У ходе S= У оү, 则 有 
X-u 
— Vn ~t(n-1). 
证 明 E н EANO, 1) X(n-1), HX 59 相互 独立 ， 根 
据 i 分 布 的 定义 可 得 


(п-1) 5° 
my ¿2 


X-u y 
G 


нЕ +2 
[Ес 


在 很 多 实际 问题 中 ， 我 们 经 常 需要 比较 两 个 相互 独立 的 正 态 总 体 的 样本 均值 差 或 样本 
方差 比 的 一 些 结 果 ， 所 以 针对 两 个 相互 独立 的 正 态 总 体 有 以 下 的 定理 . 

定理 3 (X, X, ©, Xa ) 为 取 自 正 态 总 体 ~N(jl，o?) 的 一 组 样本 , (У, 
Y,，…， 了 了 ) 为 取 自 正 态 总 体 Y~ Ми, o2) 的 一 组 样本 ， 且 总 体式 和 记 


[> 





„Хи 
= r= t(n-1). 








i 1 m 二 ы = 
Ү;, S$=— У, (X,-X)2, S$=— Y=Y)”, 82 = 
> i» Sx ТА ыл. i kuka a т+п-—2 
те п a (m-1)S}+(n-1)S} 
Х.-Х)?+ y—-y)2J=— — — — — й 
(0,0) У, (Y,-)2] а ИЕ 


— = о? оз X-Y-(u -H3 ) 

(D) KF- Np, 2522), WE л, |), 
т п с? с 

-一 十 一 一 

т п 


ў (X, - X)? Ў (Y, - Y)? 
(252 jE „№(т+п-2); 
Ti 9 
2 


(3) 52/0? Р(т-1 1) 
~F(m-1, n-1); 
702 











[2] 同济 大 学 概率 统计 教研 组 . 概率 统计 第 五 版 L M]. 同济 大 学 出 版 社 ，2013. 
“了 750。 
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ч 
(4) М g =o =o2 时 ， Me aaa З 
S EPEA 
Атр п 
证 明 соха, =), rN, =) ， 且 式 与 了 相互 独立 ， 根 据 独立 正 态 分 布 
т п 
的 可 加 性 ， 可 得 
=> сі 03 
Х-Ү- № иа, 一 + 一 
X-Y- (u-u) 
Bp 一 -一 一 ~N0，1). 
сі 03 
一 一 十 一 
т п 
а _ уу? ` _ 去 2 
2 8-2 m13 00-0) о ш 
(2) 5 = 5 =—;—-Х(п-1), HS% 
тү тү 2 2 


与 Sy 相互 独立 ， 根 据 相 互 独立 的 和 2 分 布 可 加 性 ， 可 得 


之 (X, - Х)? > (Ya =}? (mD (DS 
— = 
2 


2 2 2 
тү 93 Ti 93 


(3) 根据 下 分 布 的 定义 可 知 
m-1 5% 
: } / Cm-1) 


сі 


=1) 52 
(п-1) | (n-1) 


03 


~X? (m+n-2). 











~F(m-1, n-1). 





Bp 
IOS 
Заа ot?/g3? 


Җ o1=o2)=o2 时 ， 即 有 


~F(m-1, n-1). 


(4) 由 (1) 得 эы ы Шы „АТ АТЧА 


щ 02-02-02 时 ， 由 (2) 得 


т _ ЕЕ п _ = 3 Е 
> „ж > е-и (т-1)85+(п-1)55 (т+п-2) 52 
Т = -Х?( т+п-2.). 





а? о? а? а? 


H T Х-Ү 55 52 相互 独立 ， 根 据 :分 布 的 定义 即 可 得 ， 当 oi=o3=o2 时 ， 有 
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Х-Ү (ш -Na ) 
„15 аи 
= Bl qaqas, 
° l 1 
E н A 2) Sy аР 
习题 6-4 
(Х; =u)’ 
L R, X,, +, IERA ESEE N, оз) 的 一 个 样本 , 求 一 -的 


分 布 . 

2. ОХ, Х,, +, XERA ESAME VC0，1 ) 的 一 个 样本 ， 求 : 

(1)D(X2); (2)D(S°). 

З. (Ху, X,, e, XERA IEE МО, 1) 的 一 个 样本 ，X 为 样本 均值 ，8?2 为 
样本 方差 ， 求 下 列 统计 量 的 分 布 ， 


= Y = 1%? 
(1) MX; (2)(n-1)82, (зу ®; (a) S as 


z 
i=2 
4. Ж(Х,, Х,, =, AERE EZ8 k М(ш, 02) Ж, В (У, У, ~, 
a. 8 ы 
长 ) 是 取 自 正 态 总 体 Nn, 02) 的 一 个 样本 ， 两 个 总 体 相互 独立 , В X = Yx, Y = 
i i=] 





° s ы: Йй 1 С ЖИ 
уу = [Y G, - 2 + Y (у - 02], ШЕЙ; т УР as), 
=з і=1 FEF 


1\12 | 
Sy Fury 
5. Ж(Х\, X,, +, Хо) ERA ESAE N(0, 02) 的 一 个 样本 ， 求 下 列 统计 量 的 抽 
样 分 布 : 
Ух 3 >. х 


і= 1 


(Уж 25.0 
і=5 i 








(1) Yes А (2)Т= 





Х/-Х; 6 
6. ОХ, Xa, +, Хт) АЖА ESEE Ми, 0?) А-1, T=— 35, ж 
6 





6 6 2 
Xç = - Хә s= Ly (X, = Х,)2, 证 明 : Ге (5). 
= i=l 
7. W(X, X,, +, AVERA ESA N(0, 02) Ж, о2>0, о? ЖЯ. 若 


эйи үс, whl Ex. s= -HÈ G - 2, Жа Y 服从 什么 分 布 ? 
i=1 П 1;=1 
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加 病 统 计 学 的 主要 内 容 及 主要 思想 
EHAA Ak. G UM k k kit 
жх, Х,, e, X. ) 的 联合 分 布 律 或 联合 密度 函数 的 计算 





ара реЗ 
В ЕЛЕНЕ. НКА НАУА ЖЕН ЖЛЕ, ЕВРА Ж ДЮ Е 
了 区 向 常用 统计 量 的 计算 方法 及 其 相关 性 质 








EEK 分 布 、! 分 布 秘 分 布 的 定义 及 性 质 
苞 拥 分 位 数 的 概念 并 会 通过 查 表 计 算 三 大 分 布 的 a 分 位 数 





正 态 总 体 的 
抽样 分 布 


区 解 抽 样 分 布 的 定义 
ERARE LAA, t 分 布 和 分 布 判断 正 态 总 体 的 常用 统计 量 的 分 布 
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e 拓展 阅读 


统计 (Staitistics ) 一 词 来 源 于 拉丁 语 中 的 国家 (status) ， 最 早 指 的 是 一 个 国家 政府 要 求 
来 自 各 个 地 区 的 资料 . 现在 统计 的 含义 不 仅 包 括 数据 资料 的 收集 ， 还 扩展 到 是 一 门 关 于 数 
据 资 料 的 整理 、 描 述 、 分 析 和 推断 的 科学 ， 称 为 统计 学 . 统计 学 可 以 分 为 描述 性 统计 学 和 
推断 性 统计 学 两 大 类 . 描述 性 统计 学 就 是 将 原始 的 数据 资料 加 工 成 有 用 的 图 表 的 方法 ， 如 
数据 的 均值 、 位 置 、 离 散 性 度量 等 ， 直 方 图 、 折 线 图 、 累 积分 布 函数 图 等 . 如 果 在 研究 中 
可 以 得 到 整个 总 体 的 所 有 数据 ， 那 么 描述 性 统计 学 就 足够 了 . 但 是 ， 实 际 中 往往 只 能 得 到 
总 体 中 的 一 小 部 分 ， 即 样本 数据 ， 这 就 需要 通过 这 些 样 本 的 有 限 不 确定 信息 来 确定 有 关 总 
体 的 信息 ， 这 就 是 推断 性 统计 学 的 研究 内 容 ， 我 们 后 续 学 习 的 两 个 章节 内 容 参 数 估计 和 假 
设 检验 就 属于 推断 性 统计 学 最 基础 的 知识 . 

统计 学 的 理论 基础 就 是 数理 统计 . 数理 统计 是 数学 的 一 个 分 支 ， 由 一 系列 的 定理 及 其 
证 明 组 成 . 为 了 能 适用 于 不 同 专业 领域 的 研究 者 ， 将 统计 理论 简化 ， 与 不 同 的 专业 领域 相 
结合 ， 这 就 产生 了 相应 的 专业 统计 学 ， 如 生物 统计 学 、 医 学 统计 学 、 经 济 统计 学 、 交 通 统 
计 学 等 . 例如 ， 遗 传 研究 表明 ， 人 的 遗传 密码 由 人 体 中 的 DNA 携带 . 基因 则 是 DNA K £ 
中 有 遗传 效应 的 一 些 片段 . 在 组 成 DNA 的 数量 浩瀚 的 碱 基 对 (或 对 应 的 脱氧 核 普 酸 ) P, 


在 DNA 长 链 中 ， 位 点 个 数 约 为 碱 基 对 个 数 的 1/1000. 由 于 位 点 在 DNA 长 链 中 频繁 出 现 ， 
多 态 性 丰富 ， 近 年 来 成 为 人 们 研究 DNA 遗传 信息 的 重要 载体 ,被 称 为 人 类 研究 遗传 学 的 
第 三 类 遗传 标记 . 生物 统计 学 家 的 工作 内 容 之 一 就 是 招 幕 大 量 志愿 者 (样本 ) ， 包 括 具 有 某 
种 遗传 病 的 人 和 健康 的 人 ， 通 常用 1 表示 遗传 病 患 者 ，0 表示 健康 者 . 然后 对 每 个 样本 采 
用 编码 方式 来 获取 每 个 位 点 的 信息 . 最 后 ， 研 究 人 员 通 过 对 样本 患 有 遗传 疾病 A 的 信息 和 
位 点 的 编码 信息 进行 统计 建 模 分 析 ， 找 出 某 种 疾病 最 有 可 能 的 一 个 或 几 个 致 病 位 点 ， 从 而 
发 现 遗 传 病 或 性 状 的 遗传 机 理 . 

再 例如 ， 学 生 氏 上 分布 的 由 来 : Gosset(1876 年 一 1937 年 ) 是 一 位 英国 统计 学 家 ， 曾 经 
在 爱尔兰 首都 都 柏林 的 Guinness 啤酒 厂 工 作 . 在 对 啤酒 厂 进行 质量 控制 的 研究 中 ，Gosset 
发 现 了 1 分 布 . 当时 啤酒 厂 有 规定 ， 禁 止 雇员 将 研究 成 果 公 开发 表 ， 于 是 Gosset 在 1908 年 
的 论文 中 ， 偷 偷 地 以 笔名 “Student” 发 表 了 上 分布 的 发 现 . 正 是 由 于 这 个 原因 ，L 分 布 也 称 
为 学 生 氏 分 布 . 


.7154 。 


测试 题 六 


І. Ж (Ху, X,, e, Xs) 是 取 自 正 态 总 体 N(0，4) 的 一 个 样本 , S Y=c, (Хү+2Х,)?+ 
с) (X,+3X,-2X;)2, 求 了 的 分 布 和 常数 су, © 的 值 . 
2. B(X, X, e, XO ERA ESKE Nu, 0.57) 的 一 个 样本 ， 其 中 几 未 知 . ЖЮ 


10 10 n 
ж P(X (X-u) >4) UR P(X (X,-X)2>2.85). 
i=l і= 1 
3. 设 (Х|, Х,, +, X.) E J H E£ Ë IK N (0, o?) 的 一 个 样本 , 记 了 = 


KHG) 其中。 为 不 等 于 零 的 常数 ， 求 了 的 分 布 和 常数 。 ШИН 
=== s C ` <> m š М ` ГИ с А 
4. Ху, X, 相互 独立 且 服 从 相同 的 分 布 ， 且 X, 服从 正 态 分 布 N(1,，o*), K 
$j 
eat. 


5. REI X~t(n), Y~F(1, п), A a(0<a<0.5), Ж с P| X>ce] =a, 
求 P| Y>?! ЖИЙ. 

6. %(X,, X,, X,, X,) ARA SMK X ЮК, АЖ X-N(0, o?), йж Ес, 

Р (Xi +X)? 

ора 13° 

7. R(X, X,, ++, X, ) ЖАВ X ЇйЙ—1 ЁЁ Ж, SK X-N(u, 02), X, 52 分 别 
为 样本 均值 和 样本 方差 ， 求 常数 上 使 得 P( X>u+kS)= 0. 95. 

8. (Xi, X,, +, Х„)ЖШ(У,, Y,, +, У) Х-М(а, 4)# Y-N(b, 4) В 


9 _ 16 РА 
个 相互 独立 的 样本 . 记 : 0, = У, (Х,-Х)?, 0,= У OY), Ж РЕН a, 
i=l i=l 


> =0. 05. 


| Y- | 
VO 
0 
њу.) =0. 9 HE, у, fly, 的 解 只 需 写 出 一 组 满足 条 件 的 答案 即 可 . 
1 





Bis Yi і= 1, 2: P (0, <a) = 0.9; P (|X-a|<B,) = 0.9; 4 8.) = 0.9; 


2х 
—,  0<<0., 

9. ОХ, X,, +, X ) 是 取 自 总 体 世 的 一 个 样本 ， le <， 求 最 大 次 序 
о, 其 他 ， 


ЖЕНЕ X n 的 均值 和 方差 


+. 155 ° 


гүр ЧЕЗ &, | 
Vw 


Ф 


aaia ata- Ai 


58 


ka. 





L JL aa . 
P Е Е 
时 “н Ми 
+ пке S 1 з 1+1 2% bi: Pie | i ~ “28 Н. .. 
stykeapaqpa ` < - а; ‚ай эч k Ene th 
TY 
"йере ре + М з! „>а | 
БЯ {2% faas ЕРЫ ni E ЕЛҮ; 
тч кай бг ере йе ПЕЧ — VW е: 
фа вех РЕ" | 的 
"үе! 2 „З ота Рур j з F А р e POA , 3 
= 
й унат. b ы tc йел Pinih 210 hie 


' «г 


аара еу чаа 4 оер, 


оаа MED ye tft eink AR 


hp ЖҮ I ҮП. э 


үз и щй. „мз. Uri AMi, ий. EA зўе Р, А № -外 нА Á 
доча йе Жут, x: hse И) 2 = а 
EAAPP. 中 ИУ ИТҮ? 


ЕТЕ Ае ду! SV G 
‚азе. бй W... š £ FO = theu OM 2445 le „8 К. М к Р не; 
а ана ар ro tt ON em nk 


РЕ КРУ. ay i A d KA à Ss Е сом ~ 
. hisa А А , 
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[ 课 前 导读 ] 
1. 随机 变量 数字 特征 : EPRE X h k MASKE ц =E(XF), k=1, 2, 3, = 
2. 常用 统计 量 的 性 质 : ЖЖ X ASEE) =u, X 6632 D(X)=o2, (Х|, X,, 
， XX) 为 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 ， 则 有 
= 8: 2 y- 
(1) Ж Ж)=д, ME (2)Е(82)=о2, pa л, 
n 


n 


3. 高 等 数学 知识 点 : ЖА Дх) xo 处 可 导 ， 且 在 xo RRE, ЖА f'(xo)= 0. 


在 前 一 章 中 ,我 们 已 经 了 解 总 体 这 个 概念 ， 而 总 体 钱 的 分 布 永 远 是 未 知 的 ， 通 常 根据 
实际 情况 假定 服从 某 种 类 型 的 分 布 . 例如 ,假定 总 体 针 服从 正 态 分 布 ， 那 么 刻画 正 态 分 布 
的 均值 人 和 方差 o? 究竟 取 什 么 值 呢 ? 在 本 章 中 ， 我 们 将 讨论 参数 的 估计 问题 . 参数 估计 
的 形式 有 两 种 : 点 估计 和 区 间 估 计 . 我 们 从 点 估计 开始 
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设 总 体式 的 分 布 形 式 已 知 ， 但 它 的 一 个 或 多 个 参数 未 知 ， 借 助 于 总 体 X 的 一 个 样本 来 
估计 总 体 未 知 参数 值 的 问题 称 为 参数 的 点 估计 问题 . 

设 总 体 X~f(x; 9)， 其 中 f 的 形式 已 知 ，9 是 未 知 参数 . 例如 ， 总 体 X~B(1, p), HP 
PRAI, XA p 即 为 标记 总 体 分 布 的 未 知 参 数 ， 简 称 总 体 参 数 . 总 体 参 数 虽 然 是 未 知 的 ， 但 
是 它 可 能 取 值 的 范围 却 是 已 知 的 . 称 总 体 参数 的 取 值 范围 为 参数 空间 ， 记 作 Ө. 例如 ， 已 知 
ME X~N(u, °), EF u о? 都 未 知 ， 参 数 空间 Ө=|(и, o): -wn<tw о?>0}. 

设 (X，X,，…,X,) 是 取 自 总 体 钱 的 一 个 样本 ， 若 用 一 个 统计 量 6=6( XI，X,，…， 
X ) 来 估计 9， 则 称 6 为 参数 6 的 一 个 点 估计 量 . 车 6 为 9 的 估计 量 , WMA gÂ) A glo) 
估计 量 . 在 这 里 ， 构 造 统计 量 6 常用 的 方法 有 两 种 : 矩 估计 法 和 极 大 似 然 估 计 法 . 


—. Жі 
和 矩 估计 的 思想 就 是 替换 思想 : 用 样本 原点 矩 蔡 换 总 体 原 点 矩 . 定义 : WEE X KI k 
原点 矩 ; pu=E( 外 ) ， 样 本 的 大 阶 原点 给 为; A= YE, кет, 2, 3, = 如 果 未 知 参数 
Jal 


Ө=Ф(ш, шо, =, Um), W 0 的 矩 估 计量 为 6=p(41，42，…，4w ). 这 种 估计 总 体 未 知 
157. 
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参数 的 方法 称 为 矩 估计 法 . 

例 1 RA, X, =, 大 ) 是 取 自 总 体 存 的 一 个 样本 . 在 下 列 两 种 情形 下 ， 试 求 总 体 
未 知 参数 的 矩 估计 量 . 

(1) ЖЖХ-В(1, р), #'FP p RA, 0<p<1; 

(2) 总 体 X~E(A)， 其 中 和 未知，A>0. 

解 (1) 从 随机 变量 数字 特征 的 结论 ， 易 知 0-1 分 布 随机 变量 的 期 望 E(X)=p， 换 句 
话说 ， 未 知 参数 p 可 表示 为 总 体 一 阶 原点 矩 ， 即 p=E(X) ， 用 样本 一 阶 原点 矩 替换 总 体 一 
阶 原点 矩 ， 可 得 p МОЯИ р =. 

(2) ШЖ EO) Ш Аруу, ВД А 的 短信 计量 为 和 = 坟 

例 2 设 总 体 X 服 从 P(A)， 其 中 入 >0 ЖЖ, (Xi, Х,, +, X.) ERA AE X yS 
FK, Ж: (1) А 的 矩 估计 量 ; (2)P(X=0) 的 矩 估 计量 . 

解 (1) 由 于 E(X)= 和 A， 故 和 的 矩 估计 量 为 站 = 部 
又 D(X)=A=E(X?)-(BX)?， 故 的 逢 估计 量 又 可 写 为 = 一 У X-X. 


i=l 


这 说 明和 矩 估计 可 能 不 唯一 ， 这 是 矩 估 计 的 一 个 缺点 ， 通 常 尽量 采用 较 低 阶 的 矩 给 出 未 知 参 
数 的 估计 . 


0 
(2) 由 于 P(X=0)= ске” =e 200, ВШ P(X=0y= e. 


有 时 ， 我 们 需要 求解 的 并 不 是 分 布 中 的 未 知 参数 ， 而 是 它们 的 函数 ， 所 以 还 是 采用 替 
换 原理 ， 用 样本 原点 矩 的 函数 去 替换 相应 的 总 体 原点 矩 的 函数 

例 3 АХ БАЕВА Н Nla, o), (Х|, X,, =, XX,) 是 取 自 总 体式 的 一 个 
РЖ, 

(1) Жи ВОЯ, 

(2) пея, с RA, +K o? 的 矩 估 计 ; 

(3) ш, o RERA, R o? 的 矩 估 计 

解 (l)u=E(X), Wu WE AX. 

(2) о?=р(Х)= E (X2)-(EX)2, 又 因为 4=E(X) 已 知 ， 故 0? 的 矩 估 计 02 = L 


n 


n 
уын -и?. 


1 


(3) 因为 4=E(X) 未 知 ， 故 o? MEH o=} У, -0 У, (ху) 
i=1 i=l 


RER, MESAM y CAR u 未知 时 ，o? 的 矩 估计 的 结论 不 一 样 ， 事 实 上 ， 
不 仅 矩 估计 有 这 样 的 结论 ， 后 面 即 将 讨论 的 极 大 似 然 估计 也 有 这 样 的 结论 . E u 和 方 
差 о? 都 未 知 时 ， 它 们 的 矩 估 计 的 结论 要 熟 记 ， 见 下 面 的 定理 ， 它 是 后 面 讨论 置信 区 间 和 
假设 检验 的 基础 . 
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定理 ШЕЙХ РИА Е(Х) = ш 和 方差 D(X)= а? WRM, (Х|, X,, -:, Х,) 
ААО УВЕ, MUJ X E: a 的 矩 估计 量 ，82 是 о? 的 矩 估计 量 ，$, 是 e 的 矩 估 计量 . 


-0 
kes) в, 


e7 
tho A A Ж. sss. 
0， ma. Жш. Gn. X, - 
X I HX SMK X BJ [C TEA, ЖК Ө 的 矩 估 计量 
解 ” 因为 E(X)= | “ше @® qw 


+ 
0 


例 4 BERIK X MIRER fa; n=] 


==" (1+0)e а= Гета f де‘ а= 1+ 
0， 所 以 9=E(X)-1， 故 9 的 矩 估计 量 6=X-1. 

从 以 上 几 个 例子 我 们 可 以 总 结 出 如 下 求解 总 体 未 知 参 数 Ө 和 矩 估 计量 的 一 般 步 又 : 

(1) 设 上 为 一 正 整 数 ， 通常 取 1 或 2, 计算 总 体 的 阶 原点 和 矩 p=E(X*)=h(0); 

(2) H Ө=һ!(Е(Х*))=һ^!(щ,); 

(3) ИВЕ k IUE A, = 一 Ух и, 48 Ө WE =h A). 

}=1 

和 矩 估计 法 是 一 种 经 典 的 估计 方法 ， 它 比较 直观 ， 计 算 简 单 ， 即 使 不 知道 总 体 分 布 类 
型 ， 只 要 知道 未 知 参数 与 总 体 各 阶 原点 矩 的 关系 就 能 使 用 该 方法 ， 因 此 ， 在 实际 问题 中 ， 
矩 估计 应 用 很 广泛 . 


二 、 极 大 似 然 估计 


极 大 似 然 估计 是 求 总 体 未 知 参 数 的 另 一 种 常用 的 点 估计 方法 . 为 了 理解 极 大 似 然 估计 
的 基本 思想 ， 我 们 先 来 看 两 个 例子 . 
例 5 设 一 箱子 中 装 有 黑 和 白 两 种 颜色 的 球 ， 其 中 一 种 颜色 的 球 有 99 个 ， 另 一 种 颜色 
的 球 只 有 1 个. 但 是 不 知道 哪 种 颜色 的 球 是 只 有 1 个 . 我 们 随机 地 从 这 个 箱子 里 有 放 回 地 
取 2 个 球 ， 结果 取得 的 都 是 白 球 ， 问 这 个 箱子 中 哪 种 颜色 的 球 只 有 1 个? 
# 不妨 设 箱子 中 白 球 的 比例 为 p» ， 事实 上 p 的 取 值 就 是 两 种 可 能 ， 即 p=0. 01 或 p= 
0.99, 不管 是 哪 种 可 能 ， 从 箱子 中 任 取 2 个 球 都 是 白 球 这 个 事件 都 是 可 能 发 生 的 . 但 是 
若 p=0.01 时 ， 则 取得 的 都 是 白 球 的 概率 为 p?=0. 012; 
车 p=0.99 时 ， 则 取得 的 都 是 白 球 的 概率 为 p? =0. 992. 
这 个 计算 结果 表明 ， 当 p=0.99 时 ， 取 得 的 2 个 球 都 是 白 球 的 概率 大 ， 这 说 明 箱子 中 
白 球 有 99 个 ， 黑 球 只 有 1 个 的 可 能 性 大 ， 即 推断 p=0. 99. 
这 个 例子 就 是 对 未 知 参数 p 的 极 大 似 然 推断 ， 在 p 的 所 有 备 选取 值 假定 下 ， 比 较 样 本 
发 生 概率 的 大 小 ， 使 概率 最 大 的 pb 的 取 值 即 为 p 的 极 大 似 然 估计 . 
例 6 某 电 商 收 到 供 货 商 提供 的 一 批 产 品 ， 产 品 有 合格 和 不 合格 两 类 ， 我 们 用 一 个 随 
机 变量 XX 表示 其 品质 ， 
„м 产品 是 合格 的 ， 
0， 产品 是 不 合格 的 . 
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显然 了 服从 参数 为 p 的 0-1 分 布 ， 其 中 p 为 未 知 的 合格 率 . 现 有 放 回 抽取 ”个 产品 看 其 是 
和 否 合格 ， 得 到 样本 观测 值 (x; хә, +, х„), ， 则 这 批 观测 值 发 生 的 概率 为 


POA ема уузу Ж, =; p) = П>“ (1-р) =р (1 - р)" Д. 


HoP p 是 未 知 的 ， 和 例 5 的 推断 方式 相似 ， 我 们 应 选择 一 个 p 的 取 值 ， 使 得 上 式 表示 的 概 
率 尽 可 能 大 ， 即 将 上 式 看 作 是 未 知 参数 p 的 函数 ,我 们 用 L(p) ON, BCE p 的 似 然 函 
数 ， 即 


L(p)=p2™ (1 - р)" Д". 
对 Z(z) 求 极 大 值 . 由 于 lnx Z x 的 严格 递增 的 上 凸 函数 ， 因 此 使 对 数 似 然 函数 (р) 达到 
最 大 与 使 L(p) 达 到 最 大 是 等 价 的 . 故 上 式 两 端 取 对 数 并 关于 p 求 导 令 其 等 于 0， 即 有 
InL(p)=n xlnp+n(1-x)ln(1-p), 
dinL(p) л х п( 1-х) 
dp p 1-р 


ИЕ р=Х = Іў х, 这 的 确 是 这 个 函数 的 最 大 值 ， 因 为 它 是 p 中 唯一 的 一 阶 
i=1 


导数 等 于 零 的 点 ， 并 且 二 阶 导 数 严格 小 于 零 . 

从 这 个 例子 我 们 可 以 看 到 求 极 大 似 然 估计 的 基本 思路 . 对 离散 总 体 和， 其 分 布 律 为 
ы эе a чнае “ЖЖ (Ху, X,, +, X. )BJ 
观测 值 ， 我 们 写 出 该 观测 值 出 现 的 概率 ， 它 一 般 依赖 于 某 个 或 某 几 个 参数 ， 用 0 表示， 将 
该 概率 看 成 是 0 的 函数 ， 用 上 (9) 表 示 ， кин 即 

DER 

求 极 大 似 然 估计 就 是 找 Ө 的 估计 值 6=6(x| ，x,，…，x, ) 使 得 上 式 的 (9) 达到 最 大 . 
对 连续 总 体 ， 我 们 可 以 用 样本 的 联合 密度 函数 蔡 代 上 面 的 联合 分 布 律 ， 也 称 之 为 似 然 函 
数 ， 具 体 可 表示 为 , 设 总 体 X 的 密度 函数 f(x; 9) (其 中 9 为 未 知 参 数 ), BAC, x, 


=0. 





“ЧАЛБАЙ п.о, ARARAS [Las p 


由 此 ， 我 们 给 出 如 下 定义 . 
定义 ” 设 总 体 和 有 分 布 律 PLX=x; 0) 或 密度 函数 /(x; ө) (其 中 9 为 一 个 未 知 参数 或 
几 个 未 知 参数 组 成 的 向 量 9= (9,，9,，…，0,)), 已 知 0e8@，9 是 参数 空间 . (ху, xx, 
с, x, ) 为 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 (X, ，X,，…，XX, ) 的 观测 值 ， 将 样本 的 联合 分 布 律 或 联 
合 密度 函数 看 成 9 的 函数 ， 用 L(9) 表 示 ， 又 称 为 8 的 似 然 函 数 ， 则 似 然 函 数 
109) = РОХ, =з; 0), RLO) = TIRa; 0), 


i=l 
称 满足 关系 式 L( 6)= maxL(9) 的 解 Ô H 0 的 极 大 似 然 估 计量 . 
当 Z(6) 是 可 微 函 数 时 ， 求 导 是 求 极 大 似 然 估 计 最 常用 的 方法 . 此 时 又 因 二 (9) 与 


InL( 0) 在 同一 个 9 处 取 到 极 值 ， 且 对 对 数 似 然 函数 InL(9) 求 导 更 简单 ， 故 我 们 常用 如 下 对 
- 160 + 


_ He 
数 似 然 方程 (组 ) 
эө ®)= 0, 
КЫ 90)= 0 或 : 
(0)= 0. 


Ж 9 的 极 大 似 然 估 计量 ， 当 似 然 函 数 不 可 微 时 ， 也 可 以 直接 寻求 使 得 L(9) 达 到 最 大 的 解 来 
求 得 极 大 似 然 估计 量 . 
A gee A u0 


例 7 设 总 体式 的 密度 函数 为 f(x)= о яж 
- X ) 是 取 自 总 体式 的 一 个 样本 . 求 和 的 极 大 似 然 估 计量 . 


2 a As 


Е л(А>0) ЖЯ, (Х,, Х,, 











Е ШУР 
КА) = Пк; А)=А”. П: ел, 
і=1 і=1 
取 对 数 似 然 函数 
lnL = 2nlnA + ш, -À УД 
і= 1 i=l 
对 数 似 然 方程 为 
dinL 2n 
аа 20890, 
解 得 
Ten 
Уа Ул 
(al LR i=] 


Ш А 的 极 大 似 然 估 计量 为 == 


例 8 Rk X RAES D N(u, °), Pu, oR, (Xi, X,, |, X.) ШЙ 
自 该 总 体 的 一 个 样本 ， 求 (u, o? 的 极 大 似 然 估 计量 ; (2)0=P(X>2) 的 极 大 似 然 估 
计量 . 


解 (1) 总 体 艺 的 密度 函数 为 Ko)= — 





=e , BAREA 





2mo 
з ого? 
L(0)=——— ee 2 
(-/2лте? )" 
对 数 似 然 函数 为 
Ў, (а=)? 
п п i=l 
lnL = 一 一 Ја = 
п1(0) 71127 7180 PHE 
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对 数 似 然 方程 为 
ðlnL 
Ea => (a b) = 
olnL n е 
до? Ü 20? ы (А и) и 
и=х, 
解 得 Сш, P 的 极 大 似 然 估 计量 分 别 为 
= -= È (x; P z), 


вех, ó? MA (X. = MZ = 53. 
n i=] 
这 个 结论 与 相应 的 矩 估 计量 相同 . 
(2) Ө=Р(Х>2)= -a( 学 ]， Ja, ó ЗИК ш, с, 193 0 的 极 大 似 然 估 计量 为 





第 (2) 问 的 解 题 过 程 用 到 了 极 大 似 然 估计 的 不 变性 : 如 果 0 是 Ө 的 极 大 似 然 估 计 ， 则 
对 任 一 函数 g(9) ,满足 当 9e 8 时 ， 具 有 单 值 反 函数 ， 则 其 极 大 似 然 估 计 为 g(9). 
虽然 求 导 函数 是 求 极 大 似 然 估 计 的 最 常用 的 方法 (我 们 称 为 对 数 求 导 法 ) ， 但 并 不 是 在 
所 有 场合 对 数 求 导 法 都 是 有 效 的 ， 当 似 然 函数 不 可 微 时 ， 也 可 以 直接 寻求 使 得 L(9) 达 到 
最 大 的 解 来 求 得 极 大 似 然 估 计量 (我 们 称 为 直接 观察 法 ). 
例 9 设 总 体 开 服从 区 间 (0，6) 的 均匀 分 布 ， 其 中 9>0 ЖЖП, (Xi, Х,, +, Х,) Ж 
取 自 总 体 X 的 一 个 样本 , SR 6 的 极 大 似 然 估 计量 . 
LA O0<x;<0, i=l, 2, ==, n, 
解 ” 易 知 似 然 函数 L(0)= 10" 
0， 其 他 . 
(0) Е ө йр, 具有 不 连续 性 ， 因 此 只 能 使 用 直接 观察 法 ,使 L(9) 取得 最 大 值 来 
求解 . 由 L(9) 的 表达 式 可 知 ,，9 越 小 L(0) 越 大 ,又 Ө> max X, HUR Ô= max X, 时， L(6) 


达到 最 大 值 ， 即 9 的 极 大 似 然 估计 量 6= max X,= X... 


De 26-0) x>0 
例 10 设 某 种 元 件 的 使 用 寿命 X 的 密度 函数 为 f(x ; Wa 其 中 9>0 为 
未 知 参数 又 设 (xi ，x，,，…， x ) 是 取 自 总 体 X 的 样本 (XX， +, 了, ) 的 一 组 观测 值 ， 求 参 


数 Ө 的 极 大 似 然 估 计量 . 


| h 1-25 =Й] Ө, 
© энш аө) 17291722, 0” а= minx, 此 
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处 与 例 9 相似 ，Z(9) 在 9=xvu 处 不 连续 ， 因 此 只 能 直接 求 函数 二 69) 的 极 大 值 点 . 注意 到 

L(0) 20, В Ө<х (уй, 1( Ө) = 2"ехр{ – DY (х, -0)| 随 9 递增 而 递增 ,因而 当 Ө=х‹\, 
i=1 


HF, L(9) 达 到 最 大 . 所 以 6=X,) 是 9 的 极 大 似 然 估计 量 . 

从 以 上 几 个 例子 中 可 以 看 出 求解 总 体 中 未 知 参数 的 极 大 似 然 估计 量 的 方法 不 唯一 . 但 
不 管用 何 种 方法 ,求解 极 大 似 然 估 计量 必须 已 知 总 体 X 的 分 布 类 型 ,由 此 可 知 ， 极 大 似 然 
估计 的 条 件 比 矩 估计 的 条 件 要 强 ， 故 极 大 似 然 估计 一 般 优 于 和 矩 估 计 . 最 后 我 们 再 总 结 一 下 
极 大 似 然 估 计 的 基本 思想 : 总 体 分 布 中 的 未 知 参数 的 取 值 有 很 多 可 能 ， 找 一 个 估计 值 ， 使 
得 样本 发 生 的 概率 最 大 ， 这 个 估计 值 就 是 极 大 似 然 估 计 值 ， 从 上 述 例 子 我 们 可 以 总 结 给 出 
如 下 求解 总 体 未 知 参 数 9 的 极 大 似 然 估计 的 一 般 步 又 

(1) 由 总 体 分 布 写 出 样本 的 联合 分 布 律 或 联合 密度 函数 ; 

(2) 把 6 看 成 自 变 量 ， 样 本 联合 分 布 律 (或 联合 密度 函数 ) 看 成 是 
Ө 的 函数 ， 即 为 似 然 函数 LO); 

(3) 求 似 然 函数 L(9) 的 最 大 值 点 (有 时 转化 为 求 对 数 似 然 函 数 的 
最 大 值 点 ) max L( 0) (ER max InL( 0)); 

(4) 令 L(9) 达 到 最 大 时 9 КЊИ д=0(х1, х, `°, x ) 即 为 9 的 
EKW, =X, X, e, 忒 ) 为 86 极 大 似 然 估计 量 . 





习题 7-1 


1. (X, X,, ++, X ) 是 取 自 总 体式 的 一 个 样本 ， 总 体式 的 密度 函数 为 
2 
а? 


0, 其 他 . 


(a-x), O<x<a, 


f(x; a)= 





Ж a 的 矩 估 计量 . 

2. 设 (XI，X,，…,X,) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ， 其 中 总 体 X 服 从 参数 为 和 的 泊 松 
分 布 ， 其 中 未知，A>0，(1) 求 和 的 矩 估 计量 与 极 大 似 然 估计 量 ; (2) 如 得 到 如 下 一 组 
样本 观测 值 





ЖА 的 矩 估 计 值 与 极 大 似 然 估 计 值 . 
3. (Xi, X, e, X ) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,的 分 布 函数 为 
А 0, x<], 
Ро 0-| a sæl, 
Жр ө ЖЖП, 0>1. 试 求 8 的 矩 估 计量 和 极 大 似 然 估计 量 . 
* 163° 


第 七 章 ”参数 估计 


4. (Xi, X,, e, X. ) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,的 密度 也 数 为 
k: (0+1)x?, 0<x<1， 
f o= 其 他 ， 
其 中 9 未 知 ，9>0,， 求 9 的 矩 估 计量 和 极 大 似 然 估计 量 . 
5. (X, X,, ~, X ) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 , X 的 密度 函数 为 


x 
9° 20 х>0, 


f(x; 0)= 





0, x<0, 
其 中 6 未 知 ，9>0, R o 的 矩 估计 量 和 极 大 似 然 估 计量 . 
6. ОХ, X,, >, 总 ) 是 取 自 总 体 工 的 一 个 样本 ， 总 体 碟 服从 几何 分 布 ， 其 分 布 
律 为 
Р(Х=%; р)=р (1-р)! (w=1, 2, =), 
Ж! р ЖЖ, 0<p<1, WOR р ЯМА. 
7. (Xi, X,, +, X DERA ŠE X AER, АМЖ X ЮЛ ШК: 


Х =] 0 1 





; ы W 
概率 | + 19 5 


EPORA, 0<0<1, WR Ө 的 矩 估 计量 和 极 大 似 然 估计 量 . 
8. (Xi, X,, ·--, 忒 ) 是 取 自 总 体 和 的 一 个 样本 ， 总 体式 的 密度 函数 为 
1 .型 
f(x; Ө, ө 
0, 其 他 ， 


x=0, 


其 中 A>0, 求 6 及 和 的 极 大 似 然 估计 量 . 
9. R(X, X,, e, X ERA A X ХЖ, SMK X-U(0, 1), #rh 0 未知， 
0<1, 求 9 的 矩 估计 量 和 极 大 似 然 估计 量 . 

10. (Xi, X,, +, X ) 是 取 自 总 体式 的 一 个 样本 ， 总 体式 的 密度 函数 为 Kx; 0)= 
LEl, =< we+w ， 其 中 0 未 知 ，0>0， 求 9 的 短信 计量 和 极 大 似 然 人 计量 
11. (Xi, X,, +, X. ) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,XX 的 分 布 函数 为 

0 





l=—= ж220, 
F(x; 0) = х 
0, х<0, 
其 中 9 未 知 ，9>0. POR 0 的 极 大 似 然 估计 量 . 
12. (Xi, Х,, e, 成 ) 是 取 自 总 体 碟 的 一 个 样本 ， 总 体式 的 密度 函数 为 
Ө, О=х<1, 
Кх; 8)= 41-0, 1=х=2, 
0, 其 他 ， 





其 中 9 是 未 知 参数 (0<b<1) ， PIN 为 样本 值 x; ， Ж», Oy Ж 中 位 于 [ 0， 1) 之 间 的 个 数 ， 位 
于 [1，2] 之 间 的 个 数 为 w-W 个 ， 求 6 的 极 大 似 然 估计 量 . 
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从 第 七 章 第 一 节 中 的 例 2 可 以 看 到 ， 对 于 同一 个 参数 ， 用 不 同 的 估计 方法 求 出 的 估计 
量 可 能 是 不 同 的 ， 那 么 这 时 候 就 有 一 个 疑问 ， 采 用 哪个 估计 量 会 更 好 些 呢 7 评判 一 个 估计 
量 的 好 坏 不 能 一 概 而 论 ， 即 一 个 估计 量 的 优 劣 不 是 绝对 的 ， 而 是 基于 某 一 评判 标准 而 言 相 
对 的 评价 结论 . 在 下 文中 介绍 三 种 常用 的 评判 标准 : 无 偏 性 、 有 效 性 和 相合 性 . 


жа 无 偏 性 


定义 1 00=0(0Х,, X,, =, 部) 是 6 的 一 个 估计 量 ，9 取 值 的 参数 空间 为 @， 若 对 任意 

的 9e 8， 有 
E lO Xis Xas IE 

则 称 Ө=0(Х,, X,, +, Х,) 0 的 一 个 无 偏 估 计 ( 量 ) ， 否 则 称 为 有 偏 估计 ( 量 ). 

如 果 有 

lim EoL O(X' , Kyl =, 

WFK Ө=0(Х,, Xa, +, XX, ) 是 9 的 一 个 渐 近 无 偏 估 计 ( 量 ). 

估计 量 的 无 偏 性 是 指 ， 由 估计 量 得 到 的 估计 值 相 对 于 未 知 参数 真 值 来 说 ， 取 某 些 样本 
观测 值 时 偏 大 ， 取 另 一 些 样本 观测 值 时 偏 小 . 反复 将 这 个 估计 量 使 用 多 次 ， 就 平均 来 说 其 
偏差 为 0， 如 果 估 计量 不 具有 无 偏 性 ， 则 无 论 使 用 多 少 次 ， 其 平均 值 也 与 真 值 有 一 定 的 距 
离 ， 这 个 距离 就 是 系统 误差 了 . 

B1 B(X, Х,, ---, 忒 ) 是 取 自 总 体式 的 一 个 样本 ， 总 体式 服从 区 间 (0，968) 的 均 
匀 分 布 ， 其 中 9>0 未 知 ， 讨 论 9 的 矩 估计 量 0, 和 极 大 似 然 估 计量 0, 的 无 偏 性 . 


解 由 于 E(X)= 儿 ， 则 0=2E(X)， 故 9 的 短信 计量 向 =2X 
由 上 一 节 例 9 可知，9 的 极 大 似 然 估计 量 ĝ,= max Х,=Х(„). 


因为 Еб) = Е(2Ху= 2Е(Х)= 2Е[-Ў, к) 2 вх) У 50, уН 
i=1 п 1 п ^^ 
量 2X FE 0 fJ ABH: 
其 次 ， 由 第 六 章 第 二 节 次 序 统计 量 的 密度 函数 公式 可 知 
пх"! 
fx. 09) = n мое) ө"? 
0, 其 他 . 
пх"! 


7 dz= 一 0 天 9， 即 9 的 极 大 似 然 佑 计量.,) 不 是 0 的 无 
偏 估计 ， 为 6 的 有 偏 估 计 ， 但 是 注意 到 lim E(6,)= 6， 因此 X.,) 是 9 的 渐 近 无 偏 估计 . 另 
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n 0 
ШЕ Е(6,)= E(X.,) )= fa : 
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ntl, n+l 


一 方面 , 将 6, 修正 为 6; = WWE EÔ )= 9， 即 修正 后 的 一 一 ЖӨ 


的 无 偏 估计 . 
:第 一 节 例 3 续 У(Х, Х,, o, XX,) 是 取 自 总 体 久 的 一 个 样本 ， 总 体外 服 从 正 态 分 


А Niu, o), BERE: Чи ЁШ, о? 的 矩 估 计量 à= L Y 2-2, щш ЖЕШ, о? 
i=1 
的 矩 估 计量 53 = 52, 分 别 讨论 ó2 与 01 的 无 偏 性 . 
解 am, к(д{)= a -| =L SER) -w =} Y (о° +p?) -p =0, 
і=1 № [=] № i=1 
FAM и BAN, o? 的 短信 计量 5? = L Y 2 - и? J o? MR 
i=l 


ЇЇ E(ó2)= Е(82)="— га АРЕ ‚ ШЧ и 未知 时 ，5? 不 是 o? 的 无 偏 估 计量 , 将 52 修 


EX S, 满足 Е(52) = өз, 则 52 是 o2 的 无 偏 估计 量 . 

事实 上 ， 不 仅 正 态 分 布 有 这 样 的 结论 ， 任 一 总 体 都 有 类 似 的 结论 ， 我 们 用 定理 的 方式 
表达 如 下 . 

定理 1 设 总 体 X 的 均值 儿 、 方 差 о?>0 EJE HI, (Х|, X,, +, OARA ZAAN 
一 个 样本 ， 则 样本 均值 X 是 久 的 无 偏 估 计量 ， 样 本 方差 S2 是 o? 的 无 偏 估 计量 ，5? 不 是 
о? 的 无 偏 估计 量 ，5, 与 S 都 不 是 o 的 无 偏 估计 量 . 

证 明 用 第 六 章 第 二 节 定 理 1 即 得 . 


二 、 有 效 性 


一 个 未 知 参 数 的 无 偏 估计 可 以 有 很 多 ， 如 何在 无 偏 估计 中 再 进行 选择 ?由 于 无 偏 估计 
的 标准 是 平均 偏差 为 0， 所 以 一 个 很 自然 的 想法 就 是 每 一 次 估计 值 与 真 值 的 偏差 波动 越 小 
越 好 ， 偏 差 波 动 大 小 可 以 用 方差 来 衡量 ， 因 此 我 们 用 无 偏 估计 的 方差 大 小 作为 进一步 衡量 
无 偏 估计 优 劣 的 标准 ， 这 就 是 有 效 性 . 

定义 2 Wó, 6, 是 9 的 两 个 无 偏 估计 ， ЖАНМЕН ӨЕ Ө, # р(0,) sp(6,), HE 
少 有 一 个 e Ө 使 得 上 述 不 等 式 严 格 成 立 ， 则 称 Â, 比 0, 有 效 . 

例 1 续 RA, X,, +, XX, ) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,总 体 和 服从 区 间 (0,， Ө) Е 
的 均匀 分 布 ， 其 中 9( >0) 未 知 ，9 的 矩 估计 量 Â =2X 是 9 的 无 偏 估 计 ， 修正 后 的 极 大 似 然 


Ht ó; = 一 X(, 也 是 9 的 无 偏 估计 ， 且 


D 2 
р(6,)=р(2Х)= 4D(X)= +. р, 





0 
又 Š N= 2 
Кө! Р ё ' ойно 





2 
р(х, )= Eð =( ЕХ =) = & Ф 
(Хоу) BX) EX n) 0 “or ун" 
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+1 п+1 п+1 š n 2 1 2 
0(8; )= p= Xw || [=E Joan [= | (wil) ena a" 


显然 ， 当 n=2 时 , р(6; =” DO) 所 以 入 ke ô 有 效 . 





点 估计 是 样本 的 函数 ， 故 点 估计 仍然 是 一 个 随机 变量 ， 在 样本 量 一 定 的 条 件 下 ， 我 们 
不 可 能 要 求 它 完 全 等 同 于 未 知 参数 的 真 值 ， 但 如 果 随 着 样本 量 不 断 增 大 ， 它 能 越 来 越 接近 
真 值 ， 控 制 在 真 值 附近 的 强度 (概率 ) 越 来 越 大 ， 那 么 这 就 是 一 个 好 的 估计 ， 这 一 性 质 称 为 
相合 性 . 
定义 3 196=6(Х|, X,, ---, 和) 是 6 的 一 个 估计 量 ， 若 对 Ye>0， 
lim P( 10-0 | 22)= 0, 


则 称 估计 量 6 具有 相合 性 (一 致 性 ) ， 即 6 一 一 ,9， 或 称 6 ө 的 相合 (一 致 ) 估 计量. 

相合 性 被 视 为 对 估计 的 一 个 很 基本 的 要 求 ， 如 果 一 个 估计 量 ， 在 样本 量 不 断 增 大 时 ， 
它 不 能 把 被 估 参 数 估计 到 任意 指定 的 精度 内 ， 那 么 这 个 佑 计 是 不 好 的 . 通常 ， 不 满足 相合 
性 的 估计 一 般 不 予 考虑 . 

定理 2 若是 9 的 一 个 无 偏 估计 ， 且 limD(b)= 0， 则 8 是 9 的 一 个 相合 佑 计量. 

证 明 ”由 题 意 知 E(9)= 9， 根据 切 比 雪夫 不 等 式 ， 当 n 一 % ， 对 任 给 e>0， 


P(|0-0|> <000), 








HX а р(@)= 0, ЯТ P( |ó-0|z=)” 50, 800-50, 6 是 9 的 一 个 相合 估计 量 . 
例 3 B(X, X, e, XX,) 是 取 自 总 体 X~N(0, oo) 的 一 个 样本 ,其 中 o>0 RA, 
& ө? = EX, о? о? 的 相合 估计 量 . 
i=] 


证 明 яй кд?) =s e] Y к) = 0 LEER - X2(n) И, 
і=1 П {= С а] 


[+ x) = Щп- о 时， pa =o Ух х). “= 0 由 定理 2 得 , 5? 是 
i=l n 
с? 的 相合 估计 量 . | 

根据 第 六 章 第 二 节 定 理 1 可 知 ， 样 本 均值 了 是 总 体 的 相合 估计 量 ， 样 本 方差 8? 与 
52 都 是 о? 的 相合 估计 量 ，$, 与 S 都 是 e 的 相合 估计 量 . 从 上 述 例 3 的 结论 也 可 发 现 均匀 


ntl, 


分 布 总 体 U(0, 0) 的 未 知 参 数 9 的 矩 估计 量 2X RU TEJE KRAKAR A „, 也 都 是 


9 的 相合 估计 量 . 事实 上 ， 根 据 大 数 定律 ， 矩 估计 一 般 都 具有 相合 性 . 
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习题 7-2 


1. (Ху, X,, +, XX, ) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ， 总 体 了 ~B(1,，p)， 其 中 p RA, 
O<p<1, 证 明 (1)X Жр 的 无 偏 估 计 ; (2)X? 不 是 p 的 无 偏 估 计 ; (3) 当 n=2 时 ,XX 
Æ p 的 无 偏 估计 . 

2. (Ху, X,, ++, XX,) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ， 总 体 X 的 密度 函数 为 


e (u) 


ad , х>и, 
f(x; д) " 


; 其 他 ， 
其 中 -o <u<+ə , п ЖШ, DA и 的 极 大 似 然 估 计量 点 Xa, H 
(1) д, 是 到 的 无 偏 估计 吗 ? 若 不 是 ， 请 修正 . 
(2) ш WEE д, Æ u 的 无 偏 估 计 吗 ? 是 相合 估计 吗 ? 
3. 设 总 体 忆 服从 均匀 分 布 (9，g9+1) (Xi, X,, +, XX, ) 是 取 自 该 总 体 的 一 个 样 
па 2 Р 1 А 
Ж, 证 : ó =X-—, бХ, б. = Хау EBE 0 的 无 偏 估计 
4. (Ху, X, +, Х„)ЖҢИҢАМЖХ-М(д, о2) 的 一 个 样本 ， 选 适当 的 值 c， 使 o? 
п-1 
есу. (Xiri _- Х,)? E о? 的 无 偏 估计 . 
i=l 
5. (习题 7-1 第 7 WE), X,, ---, X )EJR H S K X В), ДЖАШ 7 
布 律 如 下 : 
Х -1 0 


0 
概率 G 1-0 





1 
„9 
2 


其 中 9 未 知 ，0<b<1. 讨论 Ө KEE 0, 和 极 大 似 然 估 计量 0, 的 无 偏 性 ， 若 不 是 无 偏 估 
计 ， 请 修正 为 无 偏 估 计 ， 并 比较 哪个 更 有 效 . 

6. (Xi, X,, +, Х,) ЖАК ХКК, 总体 X~B(n, p), X 和 S 分 别 
为 样本 均值 和 样本 方差 . 若 X+kS2 为 пр? 的 无 偏 估 计量 ， 求 天 的 值 . 

7. 设 总 体 蕊 的 分 布 律 为 


概率 1-6 0-6? А 
其 中 ge (0，1) 未 知 ， 以 N RERA ЕХ ЙЫН СОВЕСЕН n) 中 等 于 ;的 个 体 
个 数 (i=1，2，3)， 试 求 常数 m аз, аз, 8 T= SaN: 为 9 的 无 偏 估计 量 ， 并 求 T 的 方差 
8. (Xi, Х,, Х;) B SMK X- N(u, о?) 1А, ПЕНЯ 


1 1 1 
Mi lt 


6 3 2 
z 2 1 2 
и» тє уло ^з , 
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都 是 总 体 均值 的 无 偏 估计 ， 并 进一步 判断 哪 一 个 估计 有 效 . 

9. (Ху, Х,, ++, XX, ) 是 取 自 总 体 和 的 一 个 样本 ,总 体 人 服从 区 间 [1，9] 上 的 均匀 
分 布 ，9>1 RA, WER Ө 的 矩 估 计量 是 9 的 相合 估计 . 

10. (Xi, X,, ---, X ERE AIE X NEE, E(X)= =, р(Х) = о?. Е 


n 


> ix, 是 未 知 参数 j 的 无 偏 估计 量 ， 也 是 一 个 相合 估计 量 . 


n(n л 1) 1 


第 三 他 区 间 估 计 


参数 的 点 估计 是 用 样本 观测 值 算 出 一 个 值 去 估计 未 知 参数 . 例如 ， 估 计 明 天 PM2. 5 指 
数 问题 中 ， 若 根据 一 个 实际 样本 观测 值 ， 利 用 极 大 似 然 估 计 法 估计 出 指数 值 为 13pg/mi， 
但 是 实际 上 ， 指 数 的 真 值 可 能 大 于 13， 也 可 能 小 于 13， 且 可 能 偏差 较 大 ， 若 能 给 出 一 个 
估计 区 间 ， 让 我 们 能 有 较 大 把 握 地 相信 明天 РМО. 5 指数 的 真 值 被 含 在 这 个 区 间 内 ， 这 样 
的 估计 就 显得 更 有 实用 价值 ， 也 更 为 可 信 ， 因 为 我 们 把 可 能 出 现 的 偏差 也 考虑 在 内 了 . Ж 
看 一 个 例子 . 

例 1 某 新 药 的 药 效 起 效 时 间 X~ N(，64)( 单 位: min) ， 今 随机 抽取 了 100 个 实验 
者 进行 观测 ， 观 察 每 个 实验 者 的 起 效 时 间 值 x >, хуу, ЖЪН х= 75тіп, Ж ди] 
点 估计 为 75. 由 于 抽样 的 随机 性 , ш 的 真 值 和 zx 的 值 总 是 可 能 有 偏差 ,我 们 希望 算得 一 个 
最 大 偏差 ,保证 x 和 的 真 值 的 偏差 不 超过 这 个 最 大 偏差 的 概率 达到 95%， 即 

P( |\Х-и|<с)= 0.95, 
Жр c 即 为 最 大 偏差 上 式 可 等 价 地 转化 为 
P(X-e<u<X+c)= 0. 95. 

УВЕ ЈА КАН ЖЕНД а] А-с, Х+с] GAHE и 的 概率 达到 0. 95, AEREA u 
的 区 间 估 计 . 下 面 给 出 区 间 估 计 的 定义 . 

定义 1 R(X, X,, e, X. ÆRA SK ХА, SK А-/(х; 0), 08 @ Ж 
知 ， 对 于 VY0<a<1， 若 统计 量 Ө=Ө(Х|, X,, +, X.)<0(X,, X,, --, Х,)= 0, (iB 

P(0<0<0)= 1-a, 08 @, 
ЛГӨ, 0] Ө 的 双 侧 1-a 置信 区 间 ，9，9 分 别称 为 0 的 双 侧 1-a 置信 区 间 的 置信 下 限 
和 置信 上 限 ，1-a 为 置信 水 平 ， 一 旦 样本 有 观测 值 (x, ，x,，…，x,) ， 则 称 相应 的 [8(xi， 
хз, U х), (zi, ха, "°, x.) ] 为 置信 区 间 的 观测 值 . 

这 里 置信 水 平 1-a 的 直观 解释 是 ， 在 大 量 重复 使 用 Ө 的 双 侧 置信 
区 间 [6，0] 时 ， 由 于 每 次 得 到 的 样本 观测 值 都 是 不 同 的， 所 以 每 次 得 
到 的 置信 区 间 的 观测 值 也 不 同 ， 对 一 次 具体 的 置信 区 间 观 测 值 而 言 ， 
HIE 9 可 能 在 其 中 ， 也 可 能 不 在 其 中 . 例如 ， 每 次 抽 100 个 数据 ， 代 
和 人 置信 区 间 的 计算 公式 ， 可 得 一 个 Ө 的 双 侧 置信 区 间 观 测 值 ， 重 复试 
验 1000 次 ， 可 得 1000 个 Ө 的 双 侧 置信 区 间 观 测 值 . 平均 而 言 ， 若 取 
1-a=0.95， 则 表示 在 这 1000 个 区 间 观 测 值 中 ， 大 约 至 少 有 950 个 区 间 包 含 真 值 9， 大 约 
有 不 到 50 个 区 间 不 包含 真 值 4 图 7.1 直观 地 显示 了 这 种 置信 水 平 的 意义 . 在 图 7.1 (a) 
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中 ， 由 于 置信 水 平 为 90%， 则 平均 来 看 ，100 个 区 间 观 测 值 中 只 有 不 到 10 个 区 间 没 有 包含 
真 值 15 ， 而 在 图 7.1(b) 中 ， 由 于 置信 水 平 才 50%， 则 平均 来 看 ，100 个 区 间 观 测 值 中 会 
有 大 约 50 个 左右 的 区 间 没 有 包含 真 值 15. 

















N | s| | | 

" иии = | ү! | | | 
Ü йш, | || H! | ү | | Йй! | | | 

13 Ы ЧЕ а | | | (а, 
Hatt poma < 90 100 0 10 дн ы id + ~ 90 100 


图 7.1 不 同 置信 水 平 下 的 置信 区 间 


在 实际 问题 中 ， 有 时 只 对 未 知 参 数 Ө 的 上 限 ( 或 下 限 ) 感 兴趣 . 例如 ， 对 移动 存储 设备 
的 平均 使 用 寿命 ， 我 们 希望 它 越久 越 好 ， 因 此 我 们 关心 的 只 是 它 的 1-a 的 置信 下 限 ， 这 个 
下 限 标志 着 该 产品 的 质量 . 另 一 方面 ， 对 某 些 指标 我 们 希望 它 越 小 越 好 . 例如 ， 某 种 药物 
的 副作用 ， 我 们 关心 的 是 它 的 1-a 的 置信 上 限 . 下 面 给 出 单 侧 置信 区 间 的 定义 . 

定义 2 ЖИШШ 0=0(Х,, Х,, e, Х,), W 

Р,(0<0)= 1-a, 08 @, 
则 称 (-o , 0(X,, X,, +, 成)] 为 6 的 单 侧 1-a BAKE, Ө(Х,, X,, --, Х,) 0 
单 侧 1-a 置信 区 间 的 置信 上 限 . 
定义 3 HARTE Ө=0(Х,, X, ---, Xa), 1819 
| Р,(020)= 1-a, 08 @, 
MJER[0(X I, Xa, e, Xn), +% ) 为 9 的 单 侧 1-a AKE, Ө(Х,, X,, ---, X,)28 0 H) 
单 侧 1-a 置信 区 间 的 置信 下 限 . 

事实 上 ， 置 信 上 (下 ) 限 可 看 成 特殊 的 置信 区 间 (-o ，9]([9，+% ) ) ， 只 是 区 间 的 一 
个 端点 是 固定 的 . 

构造 未 知 参数 9 的 置信 区 间 的 步骤 可 以 概括 为 如 下 四 步 . 

(1) 先 求 出 9 的 一 个 点 估计 (通常 为 极 大 似 然 估计 或 无 偏 估 计 )6=6(Xl，X,，…, Х,). 

(2) 构造 6 和 9 的 一 个 函数 

б=б(8.„-@)., 
其 中 G 除 包含 未 知 参数 9 以 外 ， 不 再 有 其 他 的 未 知 参数 ， 且 G 的 分 布 完全 已 知 或 分 位 数 可 
以 确定 . 这 时 我 们 又 称 G 为 枢 轴 变量 或 主 元 . 
(3) 确定 a<b， 使 得 
Р(а<С(@, 0) <b)= 1-а. 

(4) 将 a<G(6，9) <b 等 价 变形 为 9<9<9, Жр Ө(Х|, X, =, XM OCX, X, 
=, Х„)1ХЖ ЕЖЕ РЕЖ, WOX, X, --, Х„), 0(X,, X,, +, Xn) ] 就 是 9 的 双 侧 
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1-a 置 信 区 间 . 

事实 上 , ДЕ Р(а<6(0, 0) <b)= 1-a 的 a 和 4。 可 以 有 很 多 组 解 ， 选 择 的 目的 是 使 
得 0-0 的 平均 长 度 尽 可 能 短 ， 如 果 能 找到 a 和 45， 使 得 0-0 的 平均 长 度 达 到 最 短 当 然 是 最 
好 的 ， 不 过 在 大 多 数 的 场合 要 满足 最 短 区 间 的 求解 过 程 很 难 ， 故 在 双 侧 置信 区 间 求 解 时 ， 


常 按 使 得 左右 两 个 尾部 的 概率 各 为 的 方法 来 选择 a Mb, B 


P(G(Ó, 0)>b)= Р(С(#, 0)<a)= 5. 

这 样 得 到 的 置信 区 间 称 为 等 尾 置信 区 间 ， 实 用 的 双 侧 置信 区 间 大 都 是 等 尾 置信 区 间 . 
这 里 顺便 提 一 下 ， 当 总 体 为 正 态 分 布 时 ， 枢 轴 变 量 G(6，9) 的 分 布 多 是 常用 分 布 ， 如 正 态 
分 布 、: 分 布 、 正 分布、 好 分布， 因此 关于 uc 和 4 的 确定 可 通过 查 常用 分 布 分 位 数 表 ， 都 采 
用 等 尾 置 信 区 间 . 另 一 方面 ， 由 于 最 后 a ЖП b 求解 依赖 于 枢 轴 变量 的 分 布 ， 故 构造 合适 的 
枢 轴 变量 也 是 非常 关键 的 ， 熟 悉 抽 样 分 布 对 构造 枢 轴 变量 非常 有 帮助 . 


第 四 节 单 正 态 总 体 下 未 知 参 数 的 置信 区 间 
正 态 总 体 是 实际 问题 中 最 常见 的 总 体 ， 本 节 将 讨论 单个 正 态 总 体 中 均值 和 方差 o? 


的 区 间 估 计 间 题 . 设 (Xi，X,，…,，X, ) 是 取 自 总体 X~ N, 的 一 个 样本 ， 置 信 水 平 
为 1-a， 样 本 均值 不 = 工 六 X,， 样 本 方差 59=- Y (ху) 
fh isi | 


一 、 均 值 的 置信 区 间 
首先 , X Ж и 的 无 偏 估计 . 
(1) Мо? 已 知 时 , pw 的 置信 区 间 


有 С(Х, и) ~N(0, 1), 


_Уп(Х-н) 

ü G 

设 paa 0] ла 
G 


由 于 标准 正 态 分 布 是 单 峰 关于 y 轴 对 称 的 ， 从 图 7. 2 中 不 难看 出 在 Ф(Ь)-Ф(а)= 1-a 的 
条 件 下 ， 当 b=wi_s，a=ws =-wi_s 时 ， 平 均 长 度 b-a 达到 最 小 ， 即 





2 2 


ЕА = 1-а, 
由 此 可 得 人 的 双 侧 1-a 置信 区 间 为 
@ = CT 
N=, = R= |, 
| п A 
表示 该 置信 区 间 是 以 点 估计 天 A, M и AEEA AREK 
n 
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计算 的 单 侧 1-a 置信 区 间 : 
т, а РО т-а, TIR =u, 
G 


ШШ u ЫЙ 1-a 置信 区 间 的 置信 上 限 为 Х+шы=, 相 
п 








БУН u 的 单 侧 1-a нки» -= , fw- 


а 
= 一 Wi-o72 0 Uian 
另 一 方面 ， 由 ы =1-а, Hf а=и, 7.2 标准 正 态 分 布 ue 
с 2' 
=-шщ„, BI p 的 单 侧 1-a {БОН {И FRA X- п. ОШИ 


„= 相应 的 双 的 单 侧 1-aw 置信 区 间 
pEi +e), 
例 1 某 商 店 每 天 每 百 元 投资 的 利润 率 服从 正 态 分 布 ， 均 值 为 ,方差 为 o?， 长 期 以 


Ж с?” 稳定 为 0.4， 现 随机 抽取 五 天 观测 ， 得 这 五 天 的 利润 率 为 : -0.2，0.1，0.8，-0.6， 
0.9， 求 到 的 双 侧 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 . 

解 ВИК х= LY X En 的 无 偏 估计 ，o? BAMA 0.4, и 的 双 侧 1-a 置信 区 

i=1 
间 为 
k Fw 
Ж 2 

由 样本 观测 值 及 查 附 录 4 得 : х=0. 2, цу os=1.96， 故 的 双 侧 置信 水 平 为 95% 的 置 

信 区 间 的 观测 值 为 


人 
/5 


/5 


即 为 [-0. 354，0.754]. 
(2) 当 未 知 时 , 的 置信 区 间 


олн О рз, 因为 该 变量 中 不 仅 包含 未 知 参数 ， 还 包含 未 知 参数 





oo， 故 考虑 用 样本 标准 差 S (Х, - Х)? 替代 er， 根据 正 态 总 体 的 抽样 分 布 易 
了 


知 ~t(n-1)， 故 取 G(X，A)= 
Mj 1-a 置信 区 间 为 


Vn (Х-и) Vn (Х-и) 
1 5 S 


， 类 似 于 上 一 段落 的 讨论 ， 可 得 人/ 的 双 


= Ж = 5 
[хы о-о, бн у(л-1) | 
u ÉM 1-a 置信 区 间 为 
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二 5 = 5 
É ” А Е +), 


例 2 为 了 解 灯 泡 使 用 时 数 的 均值 久 及 标准 差 r， 测 量 10 个 灯泡 ,得 x=1500h，s= 
20h， 如 果 灯 泡 的 使 用 时 数 服 从 正 态 分 布 , 求 久 的 双 侧 95% 的 置信 区 间 . 
解 Хр АИК, Хо? Ж, AKA u 的 双 侧 1-a 置信 区 间 为 
x SSS S 
Х-ї,_°(п-1)—,‚ X+t,_e(n-1)— |. 
| ti a = +t “(п H 
由 样本 观测 值 及 查 附 录 6 得 : х= 1500, s=20, n=10, 10 ws(9)= 2.262. 
20 20 
局 {КБ | 1500-2.262 .一 “ 150042.262 . =— 
и ЖАЙ 0. 95 FH 区 间 的 观测 信和 为 | л Sh Т 


为 [ 1485. 69, 1514. 31]. 
二 、 方 差 的 置信 区 间 


(1) 4 RI, о? 的 置信 区 间 
首先 ， 当 已 知 时 ，o2 MEMEHA? = Y (x, и)", WCO, о?)=-,ў 
(Х,-)2 X(n), I a<b 满足 
ња а (х, - ш)? <)- 1-а. 
og =] 


он, НРА 分 布 是 偏 态 分 布 ， 寻 找平 均 长 度 最 短 的 区 间 不 如 对 称 分 布 那么 容易 
现 ， 一 般 都 改 为 寻找 等 尾 置信 区 间 ， 如 图 7. 3 所 示 ， 故 取 a=Xs(n) ， b=X? s(n). 
此 时 ， 对 应 的 с? 的 双 侧 1-a 置信 区 间 为 = 


将 























i мыл 
ї=1 £=] . 
Kiela) ` X(n) 
с? 的 单 侧 1-a 置信 区 间 为 
X, - р)? Š X. = шу? 
лла 
Í X2(n) х _„(п) Xan Xian 
在 实际 问题 中 , 已 知 而 o? 未 知 的 情况 很 少 ， 大 图 7.3 X? Ял (и), 
ЖАА д. 和 а? 都 未 知 的 情况 . А2 «(п) RAA 
(2) Чи ЖШШЕ, о? 的 置信 区 间 š 
_(п-1)5* _ 


HA, Mua RA, o 的 无 偏 估 计 为 样本 方差 =S, HR G(ó2, о?) 
ji2(n=-1) ， 类 似 于 上 一 段落 的 讨论 ， 可 得 o? 的 双 侧 1-a 置信 区 间 为 
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| (n-1) 9 sns] 即 У (X, - 22 У (х) 
KaT в) ч аа 1 AT) 
о? 的 单 侧 1-a 置信 区 间 为 
ü (n-1)S2 (п-1)5° 
| Armin к= I ) 
例 2 续 为 了 解 灯泡 使 用 时 数 的 均值 及 标准 差 r， 测 量 10 个 灯泡 ， 得 *= 1500h， 
sS=20h， 如 果 灯 泡 的 使 用 时 数 服从 正 态 分 布 ， 求 o? 的 双 侧 95% 的 置信 区 间 . 
解 ” 由 题 意 知 未 知 ， 故 56?=5?，o? 的 双 侧 1-a 置信 区 间 为 
| (n-1)S2 а 
Xi-s(n=1)’ Rn-1) í 
由 样本 观测 值 及 查 附录 5 íF: X 0ws(9)= 2.7, Ж s (9)= 19. 023. 


„ об? 
о? 的 双 侧 95% 置 信 区 间 的 观察 值 为 | 27. а гш. 








19.023” 2 7 с”, 即 为 [189. 24, 1333. 33]. 


综 上 ， 关 于 单 正 态 总 体 中 均值 和 方差 o2 的 双 侧 置信 水 平 为 1-a 的 置信 区 间 可 汇总 
如 下 表 . 












G(0, 0) 双 侧 置信 区 间 


cAI моо, 1) Е 
g 
| 





Ж ~u- £= Х+щ_ = 
РИЯ u 








се) ару 975 X+t)- a(n- 02] 








j 起 А 
к=? (X; -ш)? ~ X2(n) 


Ё (X, -н)? > (Xx, 4 
і= 1 і= 


А ala) '. Xala) 
2 2 





方差 o? 







(n-1)S2 (п-1)$? 
А e(n-1) Xa(n-1) 
2 2 


x 2 
ly 
G 











习题 7-4 


从 应 届 高 中 毕业 生 中 随机 抽取 了 9 人 ， 其 体重 分 别 为 (单位 : kg) 
65, 78, 52, 63, 84, 79, 77, 54, 60. 
REE X ЛЕТЕ (ш, 49), КРИК u 的 双 侧 0. 95 的 置信 区 间 . 
2. 从 某 商店 一 年 来 的 发 票 存根 中 随机 抽取 25 张 ， 得 到 这 25 张 发 票 的 金额 (单位 : 
元 ) 分 别 为 zx ，x，,，…，x2s， 并 由 此 算出 x=78.5，s=20， 假 定 发 票 金额 X( 单 位: 元 ) 
服从 正 态 分 布 М(ш, o°), Җи, о? УЖА, Жи о2 的 双 侧 置信 水 平 0.90 的 置信 
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区 间 . 

З. 为 研究 某 种 汽车 轮胎 的 磨损 情况 ， 随 机 选取 16 只 轮胎 ,每 只 轮胎 行驶 到 磨损 为 止 ， 
记录 所 行驶 的 里 程 (单位 ， km) ， 算 出 xz=41000，*,=1352， 假 设 汽 车 轮胎 的 行驶 里 程 服 从 
正 态 分 布 ， 均 值 和 方差 均 未 知 . 求人 和 ez 的 双 侧 置信 水 平 0. 99 的 置信 区 间 . 

4. 设 某 种 新 型 塑料 的 抗 压 力 蕊 服从 正 态 分 布 W(4，o”") ， 现 对 4 个 试验 件 做 压力 试 


4 4 
验 ， 得 到 试验 数据 (单位 : 10MPa) ， 并 由 此 算出 > х, = 32, У х2 = 268， 分 别 求 凡 和 
ї= 1 i=l 


的 双 侧 置信 水 平 0. 90 的 置信 区 间 . 

5. 为 考虑 某 种 香烟 的 尼古丁 含量 (单位 : mg) ， 抽 取 了 10 支 香 烟 并 测 得 尼古丁 的 平均 
含量 为 x=0.25， 设 该 香烟 尼古丁 含量 服从 正 态 分 布 W(4，2.25) ， 求 风 的 单 侧 0. 95 置 
信 上 限 . 

6. (Ху, X,, =, X ) 是 取 自 总 体 X~N(n，o?) 的 一 个 样本 ,均值 ЖА, 272 o’ 
BA. 为 使 六 的 双 侧 1-a 置信 区 间 长 度 不 超过 1， 则 至 少 需 要 多 大 的 样本 量 才 能 达到 ? 


第 五 节 ”两 个 正 态 总 体 下 未 知 参数 的 置信 区 间 


Ху, X, e, Х,АМ, 02) ЮЖ, (И, Y,, с, 
шары аан, o) 的 一 个 样本 ， 且 总 体 世 与 了 相互 独立 ， 置 信 水 平 为 1- 


т 


а, arare, ya PAS Ө. „= t= =), 95а rp T-I, бе 


mM [= 1 





cal Die У mpe s [(m = 1) 89 +(п-1)5у], F 


讨论 这 两 个 相互 独立 的 总 体 均值 差 和 方差 ЧЕН, 
一 、 均 值 差 的 置信 区 间 


(1) %0}, o} BAHT, шу -ws 的 置信 区 间 


首先 ,jv, -po 的 无 偏 估计 为 天 了 取 C(X-Y, jv-pw)= 一 一 +2 Nt0, 1), 类 


似 于 上 一 节 的 讨论 ， 可 得 jw 的 双 侧 1-a 置信 区 间 为 
2 2 2 2 
a “l 2 нцы = il 
Е т, П, т 


u-u, 的 单 侧 1-a 置信 区 间 为 


» II • 
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例 1 X, X, e, XX 是 取 自 正 态 总 体 N(pl，18) 的 一 个 样本 ， Yi, Y,, +з, Y, 
是 取 自 正 态 总 体 Ми, 16) 的 一 个 样本 ， 要 使 内 -wa 的 双 侧 95% 置 信 区 间 的 长 度 不 超过 1， 
[п] п 至 少 要 取 多 大 ? ; 

解 X-Y Hp 的 点 估计 ， 由 于 o? 和 已 知 ， 故 有 


Х-Ү-(д, -и›) 


[18 16 

一 -十 -一 

2п п 
Ë о ро 的 双 侧 1-a 置信 区 间 为 


= Ет е 16. = ы 18 16 
Ее TR Х-У+щ_ = s. 


18 16 19.6 
2u0.975 a sya & <l, 
n 


384. 16 


置信 区 间 的 长 度 





ад 16 








п> ЕЕ | (Гај ӘК а 值 的 整数 部 分 .) 


(2) 4 0ї=05=0? 未 知 时 , и-и, 的 置信 区 间 


BJ a Х-Ү- ) 
ШУ ајна), нч, BUR 1а ЖЫКЫ 


9 ДД 
Nm п 
== = 1 1 „== l Í 
ХУ (тт 2 | tn Je =l, 
> m n z m n 


KWA u-u 的 单 侧 1-a 置信 区 间 为 


[-=. X-Y+t,_, (m+n-2)S,, [A be „(т®п=2)5„ мз. + | 
n m n 


例 2 设 某 公 司 所 属 的 两 个 分 店 的 月 营业 额 分 别 服从 N u, o2), i=1, 2. 先 从 第 一 
分 店 抽 取 了 容量 为 40 的 样本 ， 求 得 平均 月 营业 额 为 x=22653 万 元 ,样本 标准 差 为 sx = 
64.8 万 元 ; 第 二 分 店 抽取 了 容量 为 30 的 样本 ， 求 得 平均 月 营业 额 为 Y=12291 万 元 ， 样 本 
标准 差 为 у= 62. 2 万 元 . WOR и|-и, 的 双 侧 0. 95 置信 区 间 . 

解 X-Y H p-m 的 点 估计 ， 由 于 og?=g2=o? ЖП, Wu -u 的 双 侧 1-a 置信 区 


间 为 
二 = [1,1 = = i 1 
|E- san, 一 | 
5 m n a m n 


由 样本 观察 值得 . x-y=10362, 9( 68) =uoos=1.96, 
,  (m-1)Sy+(n-1)Sy 39 . 64. 82+29 . 62.22 
$ = х 了 一 一 = =4058. 22, S,=63.7, 
тъп = 


үч 6. ү |] 
10362-1. 96-• 63.7 * [—+— 290. 63, T = (4255. 
| 96 · 63.7 10*30' 10362+1. 96 · 63.7 ня 


210332, 10392]. 
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二 、 方 差 比 的 置信 区 间 


2 
с 

(1) u, мо 已 知 时 ,一 的 置信 区 间 
02 











A „2 l < 2 д2 I < 2 о i 
首先 ， 由 于 69 = У, (Х,-д)?, 03 = — У, (Y, -12)?， 不 妨 取 的 估计 为 
“Mm i=] i=l 92 
ою 
ó2° 
ат) 
— WD 
ot =? с? 62/62 
01, |= —5 рО И) 
©; G; пе 01/02 
—/n 
93 
а? š 
HC WOX 1-« ЖЕН 
9 
l 61/65 61/63 | 
Fg(m; тп)” Fa(m, n) г; 


类 似 有 写 的 单 侧 1-a 置信 区 间 为 
2 
[-=. 62/62 КІ 62/63 | =). 
Е„(т, п) Е,_„(т, п) 
2 
(2) ц, ж, ЖЯ}, TEAG BHADE NET 
2 
о? S 
Ki, Н 01=51, 02=5у, PARA, Ж 
2 y 


а 2 
зас И 





ЗА. 27% o? 52752, 
| Ns Д) 
Sy a3 (n – 1)Sy 91/95 
— (n1) 
©2 
сі ба 
ВООЗ 1- 置信 区 间 为 
@2 
l 52/5 52782. | 
Fie п-1), Е(т-1, п-1) | 


2 
关 似 有 一 的 单 侧 1-a 置信 区 间 为 
2 


| 85755 | | 5/8], | 
-0 一 一 一 一 一 | 和 | 一 一 一 一 一 -+ |. 
F.(m—-1, п-1) bi (ml nel) 
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例 3 设 甲乙 两 个 班 学 生 的 成 绩 都 服从 正 态 分 布 ， 甲 班 学 生 有 27 个 ， 测 得 期 末 考 试 成 
2 
绩 的 样本 方差 呈 = 16， 乙 班 学 生 有 32 个 ， 测 得 期 未 考试 成 绩 的 样本 方差 号 =25， 求 二 的 
2 
双 侧 置信 水 平 0. 9 的 置信 区 间 . 
01,550 16 сі 
解 ЖИН =, РЕЖАТ ду, и, 取 值 ， 故 一 的 双 侧 置信 水 平 0.9 的 
C2 Sy 25 03 
置信 区 间 为 
| 52/52, 82/82, | 
Е,.*(т-1, п-1)” Fe(m-1, п-1)] 
由 样本 观测 值得 : Fo (26, 31)= 1. 86, Е, 05(26, 31)= 0.53. 
2 
故 2 的 双 侧 置信 水 平 0.9 的 置信 区 间 观 测 值 为 
2 


E sa 
1.86 ° 0. 53 |° 
即 为 [0. 344, 1. 208]. 
2 
综 上 ， 关 于 双 正 态 总 体 下 均值 差 -ws 和 方差 比 一 的 双 侧 置信 水 平 为 1-a 的 置信 区 间 
2 


可 汇总 如 下 表 . 


待 估 参 数 G(6, 0) 双 侧 置信 区 间 š 
[ Tro >з у [то Ct. 


а 29 _X-Y-( pa) 


сү, 03 G=———, c T  N(0, 1) S о? д? __ о? о? 
1 о? Х-Ү-иү„-х, — X-Y+u,_ =, — 
аыр 2 т п 2 т п 



























Ш 762 NE Y: (Cas: „жЕ, £ 1 
«ышаны ме, ж 7 —+—, 
1 1 2 m n 
Мыл — 
m n 
1 m Š n = — 1 1 
s _ү\?2 _ү\?2 ДА а 一 Pe E 
дт ате; [2 (X 2 EAL еч * Кыла 2)5, 2 n | 





z ~ Е(т, п) 
2 
61/62 61/62 
ХЖ - р)? Е n)’ Fa(m, n) 
У, (Y, -шз)? 











52/7652 55/52 
Е; а(т-1, n-1) ° Fs(m-l, п-1) 


2 
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习题 7-5 


1. 某 灌 装 加 工厂 有 甲乙 两 条 灌 装 生产 线 . 设 灌 装 质量 服从 正 态 分 布 并 假设 甲 生产 
线 与 乙 生产 线 互 不 影响 .从 甲 生 产 线 抽取 10 只 饶 头 测 得 其 平均 质量 zx=50l1g， 已 知 其 
总 体 标准 差 oj =5g; 从 乙 生 产 线 抽取 20 只 饶 头 测 得 其 平均 质量 7=498g， 已 知 其 总 体 
标准 差 w, =4g， 求 甲乙 两 条 灌 装 生产 线 生 产 钒 头 质量 的 均值 差 上 р, 的 双 侧 0. 9 置信 
P< [8]. 

2. 为 了 比较 甲 、 乙 两 种 摄影 柔 光 灯泡 的 使 用 寿命 和 和 了 了， 随机 的 抽取 甲 、 乙 两 种 灯泡 
各 10 只 ， нен а SSS. ч» y2，…，Yio( 单 位 10;h)， 且 由 此 算得 x=2. 33, 


y=2.75, > (x; - x)? = 27.5, > (у; = у)2 = 19.2， 假 定 两 种 灯泡 的 使 用 寿命 都 服从 正 


态 分 布 ， 且 由 生产 过 程 知道 它们 的 方差 相等 试 求 两 个 总 体 均 值 之 差 w -wa 的 双 侧 0. 95 Et 
信 区 间 . 

3, 设 从 总 体 М(ш, cl) 和 总 体 (m, 03) 分 别 抽取 (XX ， X,, TeSa Xo) M (Y, Yz; 
+, Y) 两 组 相互 独立 样本 ， 计 算得 zx=81，7=72，s=56，s= 52. 

(1) 若 已 知 r1=64，o3=49， 求 由- 的 双 侧 0. 99 置信 区 间 ; 

(2) 车 of=03 RAI, Ж u-u, 的 双 侧 0. 99 置信 区 间 ，; 


2 
(3) # u, Жи, 都 未 知 ， RAIM 0.99 置信 区 间 . 
2 
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苞 铀 点 估计 的 概念 
隐现 掌握 求 点 估计 的 两 种 方法 ; 矩 估计 法 (一 阶 、 二 阶 ) 和 极 大 似 然 估计 法 
获 捆 评价 点 估计 的 无 偏 性 、 有 效 性 和 相合 性 的 方法 





区 间 估 计 


医 辆 参数 区 间 估 计 的 概念 和 置信 水 平 、 置 信 区 间 的 概念 及 其 意义 
苞 据 正 态 总 体 参 数 的 置信 区 间 的 求法 及 结论 
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жън ЭА 


e 拓展 阅读 


第 二 次 世界 大 战 中 的 德国 坦克 数量 问题 ( German tank problem) 


在 战争 时 期 ， 军 事情 报 的 关键 在 于 掌握 敌 方 装备 的 数量 ， 第 二 次 世界 大 战 (二 战 ) 时 
期 ， 同 盟国 军队 希望 能 够 准确 估计 德国 坦克 的 数量 ， 采 用 两 种 不 同 的 方法 : 传统 情报 采集 
法 和 统计 学 估计 法 . 后 来 发 现 ， 统 计 学 方法 比 传统 情报 采集 的 结果 更 为 精准 ， 后 来 经 过 修 
正 ， 传 统 情 报 采集 与 统计 学 估计 方法 协同 合作 对 德国 坦克 的 数量 进行 了 精确 的 估计 . 

统计 学 的 方法 不 仅 用 在 估计 德国 坦克 的 数量 上 ， 而 且 更 多 地 帮助 了 盟 军 了 解 德国 工业 
产量 ， 分 析 工 厂 数量 、 工 厂 重 要 性 排序 、 供 应 链 的 长 度 、 产 量 的 变化 和 原料 (如 橡胶 ) 的 使 
用 与 分 布 等 . 

传统 的 盟 军 情报 收集 可 以 估计 德国 的 坦克 产量 ， 从 1940 +6 А 9] 1942 +9 月， 每 月 
约 产 出 1400 辆 坦克 ， 但 是 通过 统计 学 方法 估计 的 产量 平均 每 月 才 256 45. 战争 结束 后 ， 从 
捕获 的 德国 产量 记录 中 可 以 看 到 每 月 产量 的 平均 值 为 255 辆 . 

具体 来 讲 ， 在 战场 上 盟 军 缴获 并 击毁 一 部 分 的 德国 坦克 ， 他 们 发 现 这 些 德国 坦克 是 经 
过 编号 的 ， 而 且 从 大 到 小 所 有 的 编号 是 连续 的 ， 即 如 果 战 场 上 德国 坦克 的 最 小 编号 是 1, 
所 有 的 坦克 进行 编号 后 ， 最 大 的 编号 就 应 该 是 战场 上 德国 坦克 数量 的 总 数 . 

例如 ， 一 次 战斗 中 随机 地 击毁 了 7=4 辆 坦克 ， 它 们 的 编号 分 别 为 2，6，7，14， 则 观 
察 到 的 最 大 编号 为 m=14， 问 总 共有 多 少 坦 克 ? 

解 ” 可 设 德国 坦克 的 编号 为 全， 则 钱 的 分 布 律 为 








其 中 作为 德国 坦克 产量 数 . 
MAREX, X, e, X), RARER E Xa max(XI，X,，…， Х„), Ж 


n 


1 
= 1<х x <S- x е <N, 
аж ж L( N)= № 1262) (в) 
0， 其 他 


| N APR. O Š 
由 直接 观察 法 知 | з T йы. 
М>х(„, 9 


к" к"! 
№" 





п n+] 
而 P( Xc, = k)= 9 E(X(n)= (№1), Ern], 


KX ÈN 6 babik, BEE X ayl 为 人 的 无 偏 估计 
得 德国 坦克 产量 数 N 的 估计 值 为 


~ n+l 4+1 
N= -1=- “14-1=16.5( 辆 ) 


n 
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测试 题 七 


1. (Ху, X,, e, X ERA S X 的 一 个 简单 随机 样本 ,XX 的 密度 函数 为 
A ew) x>0 
x: 0 = » ә 
ык, 其 他 ， 
其 中 9 未 知 ，A 是 一 指定 的 正 数 
(1) 证 明 Ө 的 极 大 似 然 估计 量 为 和 ; 


(D 证 明 X1) 不 是 9 的 无 偏 估计 ， 是 8 的 渐 近 无 偏 估计 ， 而 X(n -一 是 9 的 无 偏 估计 ; 


(3) 证 明 X -一 是 9 的 相合 估计 . 
2. BAX, X, e, XX,) 是 取 自 总 体 的 一 个 简单 随机 样本 ，X 的 密度 函数 为 


Геи 
Ku De а 0=х=<90, 
0, 其 他 ， 
其 中 6 未 知 ，9>1, 大 是 一 指定 的 正 整数 . 
(1) + 0 的 矩 估计 ; 
(2) Ж 0 的 极 大 似 然 估 计 并 讨论 无 偏 性 ; 


(3) REM o, в > А} 成 为 Ө 的 无 偏 估计 i; 
i=1 


(4)  Р(Х</0) ВЯ, ЭРЕН Ч п=1 时 它 不 具有 无 偏 性 . 
3. 设 随 机 变量 和 与 了 相互 独立 上 且 分 别 服从 正 态 分 布 N(u, о2) 5 Ми, 202), Жо 
是 未 知 参数 且 o>0, iz Z=X-Y. 
(1) 求 Z 的 概率 密度 f(z; o°); 
(2) (Z, Z, =, Z) ARA ŠE Z 的 一 个 简单 随机 样本 ， 求 o? 的 极 大 似 然 估计 
Hó’; 
(3) ШЕВ ó2 为 o? 的 无 偏 估计 量 
4. (Ху, Х,, ++, XX,) 是 取 自 总 体 X 的 一 个 简单 随机 样本 ,XX 服从 对 数 正 态 分 布 ， 
即 钱 的 密度 函数 为 
1 
f(x; ш, G)= W2TOx 
0, 其 他 ， 


e (a)2/(262) ， 





х>0, 


Жш, PRA, Ж: 
(1) 未 知 参 数 凡 和 с? 的 极 大 似 然 估 计量 ; 
(2) 在 (1) 中 求 得 的 的 极 大 似 然 估 计量 是 否 为 4 的 无 偏 估计 量 ? 请 说 明理 由 . 


5. 设 (X,，X,，…，X,) 是 总 体 为 N(u，o?) 的 一 个 简单 随机 样本 . ах-ух, 
і= 1 
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У, (x, - 9, r= -元 时 证 明了 是 的 无 偏 估计 量 

6. 已 知 为 了 得 到 某 种 鲜 牛 奶 的 冰点 ， 对 其 冰点 进行 了 21 次 相互 独立 重复 测量 ， 得 到 
数据 ху, 2 ，…，x%5 (单位 :% ). 并 由 此 算出 样本 均值 x= -0. 546， 样 本 方差 s* = 0. 0015. 
设 鲜 牛奶 的 冰点 服从 正 态 分 布 W(4，eo”). (计算 结果 保留 四 位 小 数 . ) 

(1) #Ë 9102 =0. 0048, SR u 的 双 侧 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 ; 

(2) Жо? ЖА, Л u A о? 的 双 侧 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 

7. 设 (0.5，1.25，0.8，2) 是 取 自 总 体式 的 一 个 简单 随机 样本 观测 值 ， 已 知 Y=lnX JR 
从 正 态 总 体 N(u, 1), 

(1)Ж X MCHE Е(Х)= Ь; 

(2) ш 的 双 侧 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 ; 

(3) 利 用 上 述 结果 求 5 的 双 侧 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 

8. 从 正 态 总 体 N(4, 36) 中 抽取 容量 为 的 样本 ， 如 果 要 求 其 样本 均值 位 于 区 间 (2， 
6) 内 的 概率 不 小 于 0.95， 问 样本 容量 п 至 少 应 取 多 大 ? 

9. R(X, X, e, XA ) 为 取 自 总 体 X ~N(n，o?) 的 一 个 简单 随机 样本 ， 样 本 均值 x 
=9.5. 参数 / 的 双 侧 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 的 上 限 为 10.8, >K u 的 双 侧 置信 水 平 为 
0. 95 的 置信 区 间 . 
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[ 课 前 导读 ] 

统计 推断 的 另 一 类 重要 问题 是 假设 检验 问题 . 前 面 参 数 估 计 的 主要 任务 是 找 参数 值 等 
于 多 少 ， 或 在 哪个 范围 内 取 值 .而 假设 检验 则 主要 是 看 参数 的 值 是 否 等 于 某 个 特定 的 值 
通常 进行 假设 检验 即 选 定 一 个 假设 ， 确 定 用 以 决策 的 拒绝 域 的 形式 ， 构 造 一 个 检验 统计 
量 ， 求 出 拒绝 域 或 检验 统计 量 的 p 值 ， 查 看 结果 是 否 落 在 拒绝 域内 或 p 值 是 否 小 于 显著 性 
水 平 ， 做 出 决策 的 一 个 过 程 . 


第 一 节 检验 的 基本 原理 


历史 上 有 个 女士 品 茶 的 例子 ， 有 位 常 饮 牛 奶 加 茶 的 女士 称 : 她 能 从 一 杯 冲 好 的 饮料 
中 辨别 出 先 放 茶 还 是 先 放 牛奶 ， 并且 她 在 10 次 试验 中 都 正确 地 辨别 出 来 了 ， 问 这 个 女 
士 的 说 法 是 否 可 信 ? 显然 ,我们 有 两 种 决策 选择 : 一 种 是 承认 她 的 说 法 是 真 的 ; 另 一 种 
是 否认 她 的 说 法 ， 而 认为 她 只 是 运气 比较 好 ， 都 蒙 对 了 . 这 个 问题 ， 我 们 通过 下 面 的 方 
法 来 分 析 . 

不 妨 假设 她 不 具备 辨别 能 力 ， 每 次 都 是 蒙 的 ， 即 假设 每 次 蒙 对 的 概率 为 0.5, 那么 
10 次 都 蒙 对 的 概率 为 0. 51 =0.0009766， 这 是 一 个 “小 概率 事件 ”， 即 平均 来 讲 ，1000 
粒 黑豆 中 刚好 有 1 粒 白 豆 ， 而 我 们 从 1000 粒 豆子 中 随机 地 抽取 一 粒 ， 抽 取出 来 的 这 粒 
恰好 是 那 粒 白 豆 子 ， 我 们 会 有 这 人 么 好 的 运气 吗 ? 直观 上 来 看 我 们 知道 这 是 不 大 可 能 的 ， 
当然 从 严谨 的 角度 来 说 这 样 的 事情 也 不 是 绝对 不 可 能 发 生 ， 所 以 比较 科学 的 说 法 是 ， 我 
们 宁愿 冒 着 0. 0009766 的 风险 (这 就 是 后 面 说 的 第 一 类 错误 ) 也 要 否定 “她 不 具备 辨别 能 
力 ” 的 说 法 . 

这 就 是 假设 检验 的 统计 思想 ， 它 有 些 类 似 初等 数学 中 的 “ 反 证 法 ”， 即 不 妨 先 认为 某 一 
假设 ( 记 为 包 ) 是 成 立 的 ,通过 样本 数据 ， 结 果 得 到 一 个 与 之 相 了 矛盾 的 结果 ， 于 是 认为 假 
É Но 不 成 立 ， 而 接受 与 之 对 立 的 男 外 一 个 假设 ( 记 为 Н,). 

我 们 通过 下 面 的 一 个 例子 来 介绍 假设 检验 的 一 些 基 本 概念 . 

例 1 一 条 高 速 公路 上 有 一 段 弯 曲 的 下 坡 路 段 ， 限 速 60kmZh ， 但 是 事故 率 仍然 较 之 其 
他 路 段 高 ， 路 政 管理 局 正在 研究 这 一 路 段 是 否 需 要 提高 限 速 要 求 至 限 速 50km/h， 我们 想 
知道 在 这 一 路 段 经 过 的 车 辆 速度 是 否 比 50km/h 显著 快 ， 用 雷达 仪 测量 了 经 过 该 路 段 中 点 
的 100 辆 汽车 的 行驶 速度 ， 得 到 平均 速度 xX=54.7km/h， 问 该 路 段 上 车 辆 速度 是 否 比 
50km/h 显著 快 . 

分 析 ”在 这 个 问题 中 ,我 们 要 讨论 的 是 实际 车 辆 行驶 速度 有 没有 超过 50km/h， 因 此 ， 
我 们 用 一 对 假设 : 

Ну: 原 假设 ( 零 假 设 ) H: 备 择 假设 (对 立 假设 ) 
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来 表达 ， 即 
Hy: 车 速 不 超过 50km/h Ну: 车 速 超过 50km/h 
我 们 的 任务 是 利用 样本 数据 信息 100 辆 汽车 的 平均 行驶 速度 x*=54.7km/h 去 判断 原 假设 
是 否 成 立 . 通过 样本 对 原 假设 做 出 “拒绝 ”或 “不 拒绝 ”的 具体 判断 就 称 为 该 假设 的 一 个 检验 . 
若 原 假设 和 备 择 假设 是 关于 参数 的 ， 称 为 参数 假设 检验 ， 否 则 称 为 非 参 数 假设 检验 . 
假设 检验 的 基本 步骤 如 下 所 述 . 


一 、 建 立 假设 


对 要 检验 的 问题 提出 一 个 原 假设 H, 和 备 择 假设 Hl ， 在 参数 假设 检验 问题 中 原 假设 Н, 

一 般 是 关于 总 体 未 知 参数 9 等 于 某 个 特殊 常数 值 ， 即 
Ну: Ө=б,. 

备 择 假设 Н, 是 关于 Ө 的 不 同 于 Н, 的 假设 ,通常 备 择 假设 有 下 列 三 种 常用 的 形式 . 

(1) Hi: 0705, TE 0o 的 两 侧 讨论 与 9 的 可 能 不 同 ,， 这样 的 检验 问题 也 称 为 双 侧 检验 ; 

(2) Hi: 0>0,, ХЕ 0, 的 右 侧 讨 论 与 9 的 可 能 不 同 ， 这样 的 检验 问题 也 称 为 单 侧 ( 右 
侧 ) 检 验 ; 

(3) Hi: 0<0,, fE 0, 的 左 侧 讨论 与 9 的 可 能 不 同 ， 这 样 的 检验 问题 也 称 为 单 侧 ( 左 
侧 ) 检 验 . 

在 上 面 的 三 种 形式 中 ， 备 择 假设 (1) 是 与 原 假设 完全 对 立 的 ， 故 又 称 为 对 立 假设 ; 备 
择 假设 (2) 和 (3 ) 与 原 假设 则 可 以 不 是 完全 对 立 的 . 


二 、 给 出 拒绝 域 的 形式 


根据 样本 提供 的 信息 ， 由 样本 给 出 未 知 参 数 9 的 点 估计 量 Â=, X,, +, Х,), MA 
了 具体 样本 数据 后 ， 比 较 Ө 的 观测 值 与 0, 的 距离 ， 如 果 距 离 很 近 ， 那 么 就 不 拒绝 原 假设 Ho; 
如 果 距 离 远 了 ， 就 拒绝 原 假设 Но. 那么 怎么 来 定量 刻画 这 里 的 所 谓 “ 远 近 ” 呢 ? 我们 用 拒绝 域 
下 的 形式 来 给 出 . 在 给 出 拒绝 域 的 形式 前 ， 还 需要 说 明 : 在 假设 检验 问题 中 ， 是 关于 原 假设 
Но 的 检验 ， 但 是 在 构造 拒绝 域 的 形式 时 ， 却 总 是 从 备 择 假设 开始 的 . BI 





若 检验 是 Ha: 0=0 H): 0#0,. 
则 拒绝 域 W=||6-0) |>с|. 
A 00 JE Н): 0=0**H,: 0>60,. 
则 拒绝 域 = | 6-Ө,>с}\. 
若 检验 是 Hy: 0=0;% H): Ө<б. 
则 拒绝 域 W=|0-0, <c|. 





其 中 临界 值 c Е. ЖУК, ТИ 称 为 接受 域 . 所 以 ,一 旦 拒绝 域 确定 了 ， 那 么 检验 的 判断 准 
则 也 就 确定 了 ， 当 有 了 具体 的 样本 观测 值 后 : 

(1) (х, ху, >, х,) e W, ШНА Н; 

(2) WR (xi, х, `, х,) eW, 则 不 拒绝 H,( 8 A B fü) Së Hh Be 52 Н). 
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三 、 确 定 显著 性 水 平 


一 个 假设 检验 通过 拒绝 域 的 方式 将 样本 数据 进行 了 划分 ， 通过 这 种 划分 ,做 出 一 个 决 
Ж: 接受 Но 或 拒绝 Но. 但 是 ， 这 一 决策 是 基于 样本 提供 的 不 完全 信息 对 未 知 的 总 体 参数 
做 出 的 推断 ， 因 此 总 会 存在 不 正确 决策 的 风险 . 所 以 借助 于 样本 来 进行 的 假设 检验 可 能 有 
四 种 结果 ， 具体 内容 如 下 表 所 示 . 

























根据 样本 观测 值 所 得 的 结论 
检验 带 来 的 后 果 = 
(ху, 22, `, xw.) e W, 接受 H, (ху, ху), °, w.) e W, 拒绝 H, 
总 体 分 布 的 Ho 成 立 判断 正确 犯 第 一 类 错误 
实际 情况 (未 知 ) | но 不 成 立 犯 第 二 类 错误 判断 正确 











其 中 第 一 类 错误 概率 (又 称 为 弃 真 概率 ) 是 原 假设 Н, 成 立 ， 而 最 
终 错误 地 拒绝 H, ИЖ Ж, ИПР((Хү, X,, ++, X.) є | H, RZ), 
记 为 P1 ;第 二 类 错误 概率 是 原 假设 H, 不 成 立 ， 而 错误 地 接受 它 的 概 
率 ( 又 称 为 采 伪 概 率 ) MPX, X,, +, Х„)є Н, 成立)， 记 
Py. 

一 般 地 说 ， 当 第 一 类 错误 概率 小 时 ， 第 二 类 错误 概率 就 显得 大 ， 
我 们 以 正 态 总 体 W(w，1) ЖЖ и 的 检验 为 例 ; 检验 Н: и=0еН|: ш>0, 拒绝 域 W= 
(X>C). 其 两 类 错误 概率 如 图 8. 1 所 示 ， 其 中 左边 的 倒 钟 型 曲线 是 H, 成 立时 外 的 密度 函 
数 曲线 ， 而 右边 曲线 是 H. 成 立时 式 的 密度 函数 曲线 . 显然 ， 当 C 变 大 ， 即 第 一 类 错误 概 
Жр =P(X>C =0) 变 小 时 ， 第 二 类 错误 概率 Pr 
=P(X<C | >O) REEK; 反之 亦 然 ， 从 这 个 例子 
我 们 能 看 出 : 在 样本 量 给 定 的 条 件 下 ， 第 一 类 错误 
概率 和 第 二 类 错误 概率 这 两 类 概率 一 个 减 小 必然 导 P. 

致 另 一 个 增 大 ， 也 就 是 说 不 可 能 找到 一 个 能 使 P| , е ар; -F 
Pi 都 小 的 检验 方案 . | d 

从 上 面 两 类 错误 的 分 析 我 们 知道 ， 在 样本 量 一 oi 
定 的 条 件 下 ， 不 可 能 同时 控制 一 个 检验 的 两 类 错误 概率 . 所 以 ， 在 此 基础 上 ， 我 们 采用 
折 中 方案 ， 仅 限制 犯 第 一 类 错误 的 概率 不 超过 事先 设 定 的 值 w(0<a<1 通常 很 小 ) ， 再 尽 
量 减 小 犯 第 二 类 错误 的 概率 称 该 拒绝 域 所 代表 的 检验 为 显著 性 水 平 a 的 检验 ， 称 a 为 
显著 性 水 平 . 最 常用 的 选择 是 w= 0.05， 有 时 也 选择 w=0.1，aw=0.01. 由 定义 可 知 ， 所 
谓 显著 性 水 平 a 的 检验 就 是 控制 第 一 类 错误 概率 的 检验 . 所 以 从 这 个 地 方 我 们 看 出 ， 在 
假设 检验 中 ， 通 常 将 不 想 轻易 被 拒绝 的 假设 作为 原 假设 . 例如 ， 有 两 个 假设 :“ 该 病人 
为 肺癌 患者 "和 “该 病人 为 肺炎 患者 ". 由 于 把 一 个 肺癌 患者 误 判 成 肺炎 患者 的 危害 程度 
要 远 远 超过 把 一 个 肺炎 患者 误 判 成 肺癌 患者 ， 因 此 我 们 通常 把 “该 病人 为 肺癌 患者 ” 作 
H Ho. 

#12 设 购 进 6 台 同型 号 电视 机 ， 原 假设 Н: 只 有 1 台 有 质量 问题 ->Hi: 2 台 有 质量 
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问题 , 今 有 放 回 随机 抽取 2 台 测 试 其 质量 ， 用 XX 表示 2 台中 有 质量 问题 的 台数 ， 拒 绝 域 
W=|X: 三 1} ， 求 出 此 检验 的 两 类 错误 概率 的 大 小 
解 ” 设 9 表示 6 台中 有 质量 问题 的 台数 ， 则 
Ну: Ө=1©Н|: 0=2. 


第 一 类 错误 概率 
Р(Х Жү, Жо, ° X,) €W |H 成立)= PXS |Ө=1)=1-Р(Х=0 |ө=1)=1-[ =] =з 
第 二 类 错误 概率 

ТАЯТ СЕ х.) ен з) = P(X=010=2)= [£ ] =+ 


四 、 建 立 检验 统计 量 ， 给 出 拒绝 域 


在 确定 了 显著 性 水 平 后 ， 我 们 就 可 以 来 确定 拒绝 域 中 的 临界 值 c Т. 我 们 通过 下 面 的 
例子 来 介绍 具体 步 双 

例 3” 设 一 个 成 年 男子 身高 的 总 体 不 服从 正 态 分 布 W(，11) (单位 : cem), EP uX 
RAS, (Ху, X,, ---, X ) 是 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 ,对 于 假设 检验 问题 Но: = 170 
>H: 双关 170， 在 显著 性 水 平 a=0.05 下 ， 求 该 检验 问题 的 拒绝 域 . 

解 ” 首先， 给 出 未 知 参数 的 一 个 估计 量 ， 通 常 所 = 不 . 

根据 备 择 假设 的 形式 ，j 关 170， 即 平均 身高 不 是 170cm， 那 么 如 果 样 本 均值 作为 的 
估计 与 170 偏差 足够 大 ， 则 拒绝 fH,， 因 此 我 们 构造 拒绝 域 的 形式 为 

W=| |X-170 |>c}. 
对 给 定 显著 性 水 平 aq=0.05， 即 第 一 类 错误 概率 不 超过 0. 05 IJ 
P((X,, X,, ---, Х„) eW |H, 成立 )=P( |X-170|>c | H, L) <а=0. 05. 


жем m 成 立时 ，X~N(170， 二 】， 将 元 改造 2= n 170) = N(0, 1), Меша, 


故 最 终 的 拒绝 域 为 
W= | [| ts 

在 这 里 ， 为 了 求 出 临界 值 с 的 值 ， 我 们 构造 了 一 个 统计 量 Z， 它 在 原 假设 下 的 分 布 是 
完全 已 知 的 或 分 位 数 可 以 计算 ， 我 们 称 符合 这 个 要 求 的 统计 量 为 检验 统计 量 ， 在 本 例 中 ， 
检验 统计 量 Z 服从 标准 正 态 分 布 ， 故 该 检验 又 称 为 Z- 检 验 ( 又 可 称 为 0- 检验 ). 

综 上 所 述 ， 在 给 定 显 著 性 水 平 a 下 ， 求 拒绝 域 W 的 一 般 步 又 如 下 . 

(1) 建立 针对 未 知 参 数 9 的 某 个 假设 ; 

(2) 给 出 未 知 参数 0 的 一 个 点 估计 |; 

(3) 构造 检验 统计 量 Z=e(X,, X,, +, Х,), ERM H, 时 可 以 
求解 Z 的 分 位 数 ; 

(4) 以 2 为 基础 ， 根 据 备 择 假设 Н, 的 实际 意义 ,构造 一 个 拒绝 
域 丈 的 表达 形式 ; 

(5) 确定 拒绝 域 到 中 的 临界 值 ， 要 求 灰 满足 显著 性 水 平 a. 
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+, рїп р 值 检验 法 


假设 检验 的 p 值 是 在 原 假设 H, 成 立 的 条 件 下 ， 检 验 统 计量 Z 出 现 给 定 观 测 值 或 者 比 
之 更 极端 值 的 概率 ， 直 观 上 用 以 描述 抽样 结果 与 理论 假设 的 吻合 程度 ， 因 而 也 称 p 值 为 拟 
合 优 度 . 例如 ， 正 态 总 体 参 数 检验 Но: =n H: uo 的 情况 ， 检 验 统计 量 为 Z， 即 由 
样本 数据 得 到 检验 统计 量 Z 的 观测 值 为 z* ， 则 p 值 为 p=P(12Z|=z | Ho 成 立 ). 

р 值 检验 法 的 原则 是 当 p 值 小 到 一 定 程度 时 拒绝 Ho. 

(1) 如 果 p<a( 如 图 8.2 所 示 )， 即 检验 统计 量 Z 的 观 af) 
测 值 z* 在 拒绝 域内 ， 则 在 显著 性 水 平 a 下 拒绝 原 假 设 Ho; 

(2) 如 果 p>a， 则 在 显著 性 水 平 a 下 接受 原 假设 Н. 

通常 约定 : p<0. 05 称 结果 为 显著 ; р<0. 01 则 称 结果 š 5 
为 高 度 显著 . 2 

例 4 一 美国 汽车 厂商 声称 他 们 生产 的 某 节能 型 汽车 耗 SL : 
油 量 低 于 29( 单 位 : 英里 /加 仓 ， 简 称 mpg) ， 另 一 汽车 厂商 МА д 
表示 怀疑 ， 他 抽取 了 一 组 同 是 这 一 型 号 的 不 同 汽 车 的 行驶 拒绝 域 ， ҮҮ 
记录 共 16 条 ,得 到 平均 耗 油 量 观测 值 为 28， 假设 该 节能 | 
型 汽车 的 耗 油 量 X~ N(，9) ， 请 问 在 显著 性 水 平 = 0. 05 图 8.2 p 值 与 a 值 关系 
假定 下 ， 能 否 接 受 耗 油 量 低 于 29 的 假设 ; 若 显著 性 水 平 为 
a=0.1， 则 结论 会 有 变化 吗 ? 

解 ” 建 立 假设 Ho: ш229<Н,: <29， 给 出 未 知 参数 j4 的 估计 产 =z=28， 则 


= Х- 28- Х- 28-29 
p=P(X<28 |н, 成立)=P( 5/16 < Vi6 ) «| 6 < > лв) 

















y- 
-PZE Sal. 33) =0. 0918. 


当 显 著 性 水 平 a=0.05 时 ，0. 0918>0. 05， 故 不 能 拒绝 有 H,， 认 为 耗 油 量 不 低 于 29mpg. 

当 显 著 性 水 平 =0. 1 时 ，0. 0918<0. 1， 故 拒绝 Н, ， 认 为 耗 油 量 低 于 29mpg. 

这 个 例子 告诉 我 们 ， 在 一 个 较 小 的 显著 性 水 平 (a=0. 05) 下 得 到 不 能 拒绝 原 假设 H, 
的 结论 ， 而 在 一 个 较 大 的 显著 性 水 平 (a=0.1) 下 ,同一 组 样本 数据 却 得 到 了 相反 的 结 
论 . 原因 在 于 ， 当 显著 性 水 平 变 大 时 ,会 导致 检验 的 拒绝 域 变 大 ， 原 本 落 在 接受 域内 的 


数据 可 能 落 到 拒绝 域内 ， 因 而 更 容易 拒绝 H 如 图 8.3 所 示 ). 这 就 给 实际 工作 带 来 一 
JG) 











一 0975 Цуд 0 Uggs Z* Woon 2 
КҮТ бозны. 
显著 性 水 平 显著 性 水 平 
0.1 的 拒绝 域 0.1 的 拒绝 域 
8.3 不 同 水 平 下 的 拒绝 域 
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定 的 麻烦 ， 可 能 同一 个 问题 ， 在 不 同 的 显著 性 水 平 假定 下 得 到 不 同 的 结论 ， 换 一 个 角 
度 ,， 给 出 p 值 ， 由 使 用 者 自己 决策 以 多 大 的 显著 性 水 平 来 拒绝 原 假设 . 所 以 ， 在 实际 应 
用 中 ， 当 我 们 进行 假设 检验 时 ， 更 常见 的 是 给 出 p 值 ， 因 为 p 值 比 拒绝 域 提 供 更 多 信 
息 ， 使 用 也 更 灵活 . 


习题 8-1 


1. 假设 你 在 处 理 一 个 假设 检验 问题 Н; и=4.5=Н\|; 人 >4.5， 基 于 样本 数据 ， 请 判断 
下 列 决策 是 否 有 错误 ， 分 别 是 哪 一 类 错误 ? 

(1) 最 后 做 出 拒绝 原 假设 ， 而 事实 上 ， 真 值 人 =4.5; 

(2) 最 后 做 出 接受 原 假设 ,而 事实 上 ， 真 值 久 =4.7. 

2. 设 (X1，X,，X3，X4) 是 取 自 正 态 总 体 N(n，1) 的 一 个 样本 ,检验 假设 

Но: p=0°H,: p=1 

拒绝 域 为 = | Х>0.98}. 

(1) 求 此 检验 的 两 类 错误 概率 ; 

(2) 如 果 要 使 检验 犯 第 一 类 错误 的 概率 <0.01， 样 本 容量 最 少 取 多 少 ? 

(3) 该 检验 的 p 值 有 多 大 ? 

з. 请 问 第 一 类 错误 概率 与 显著 性 水 平 的 关系 . 

4. 值 和 显著 性 水 平 有 什么 区 别 ? 

5. 求证 : E(X, X, e, AERA ESA Nu, 1) 的 一 个 样本 ， 对 于 假设 Ho: 


и=0еН\: и>0, ЖЕК. «КИНГ ЖӨЕ W = (У, X, > лш}. ЖОР шй 
i=1 
E Ф.) = 1-а, @( o ) 为 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 


6. 计算 第 5 题 的 检验 在 备用 假设 为 “=w(>0)” 时 的 第 二 类 错误 概率 ， 并 证 明 此 概率 
小 于 1-a. 


第 二 节 ，” 正 态 总 体 参 数 的 假设 检验 


一 、 单 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 


BESE X-N(u, o2), R(X, Х,, +, XX, ) 是 取 自 总 体 筷 的 一 个 样本 ， 考 虑 如 下 
三 种 关于 均值 的 检验 问题 : 
Ну: H= YH: Шш; 
Ну: к=шОН|: >ш; 
Ho: u= Ну: uuo, 
Jeri uo 是 已 知 常数 . 同 置信 区 间 求 解 过 程 相似 ， 由 于 正 态 分 布 中 有 两 个 参数 几 和 о2, о? 
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是 否 已 知 对 检验 是 有 影响 的 ， 下 面 我 们 分 o? 已 知 和 未 知 两 种 情况 展开 讨论 . 
1. 方差 o? 已 知 时 的 均值 w 检验 
(1) 列 出 问题 ， 即 明确 原 假设 和 备 择 假设 . 以 如 下 双 侧 检验 为 例 
Ну: =o €*Hí: ьш, 


(2) Жи 的 估计 饼 ， 提 出 检验 统计 量 
ge 
G 
Z 满足 如 下 要 求 : 


DE Ho LHT, Z 的 分 布 完全 已 知 ， 此 处 Z-N(0, 1); 

@) 从 直观 上 看 ， 由 于 备 择 假设 Н. jw 关 4。， 分 散在 两 人 出 ， 故 当 |2Z| 偏 大 到 一 定 程度 时 
与 H 背离 ， 应 该 拒绝 原 假设 ,假设 存在 一 个 临界 值 。， 拒 绝 域 的 形式 为 

={||7|>с}\. 
(3) 对 给 定 显著 性 水 平 c， 则 
P( |Z [>с | H) 成立) Sa, 
所 以 c=u sa ， 拒 绝 域 为 
W=||Z|>u о}, 

HP u, 为 标准 正 态 分 布 的 a 分 位 数 . 

(4) 基于 数据 ,算出 Z 的 观察 值 z， 如 ze 多 则 拒绝 Н, BURRE H DLE 8.4). 


Ну: =“? Ну: ид. 
2 为 检验 统计 量 








ШЕ: 0 mg z 
| 标准 正 态 分 布 | 
' RD | 
拒绝 域 кй | 拒绝 域 
拒绝 加 | ”接受 所 | HEH, 


8.4 正 态 总 体 下 Ho: =u HI: Zo 的 拒绝 域 和 接受 域 


在 上 述 过 程 中 ， 检 验 的 原 假 设 与 备 择 假设 构成 一 个 双 侧 检验 问题 ， 换 成 如 下 单 侧 ( 右 
侧 ) 检验 问题 : 
Ну: =o; Hi: Ш>. 
Vn (Х- 
检验 的 讨论 过 程 完全 相似 ， 检 验 统计 量 仍 为 但 在 构造 拒绝 域 时 ， 由 于 备 择 


G 
假设 是 H, : p>xo， 故 只 考虑 当 Z 偏 大 到 一 定 程度 时 与 Ho 背离 ， 应 该 拒绝 原 假设 ， 假 设 存 
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在 一 个 临界 值 <， 则 拒绝 域 的 形式 为 
W=1Z>e). 
对 给 定 显著 性 水 平 c， 则 
Р(2>с | Ну 成立) Sa, 
所 以 c=wu1_。， 拒 绝 域 为 
W= | 2>ш., |. 
同 理 ， 可 得 当 检验 的 原 假 设 与 备 择 假设 为 
Ну: =? Hi: <o 
时 ， 拒 绝 域 为 
= {7<-иу„}, 
在 这 个 检验 问题 中 ， 如 果 我 们 将 原 假 设 与 备 择 假设 蔡 换 成 
Ну: ®®ш°>Н\: Uuo 
则 拒绝 域 仍 为 下 = | 2<-ш |, EDE. 所 有 单 侧 检验 问题 都 具有 类 似 的 结论 . 

例 1 某 纤维 的 强力 服从 正 态 分 布 WA4，1. 19”) ， 原 设计 的 平均 强力 为 6g， 现 改进 工 
艺 后 ， 测 得 100 个 强力 数据 ， 其 样本 均值 为 6. 358, 假定 总 体 标 准 差 不 变 ,试问 改进 工艺 
后 ， 强 力 是 否 有 显著 提高 (a=0. 05)? 

” 解 ” 设 原 假设 与 备 择 假设 分 别 为 
Ну: в<6=Н|: џ>6. 


由 于 o2=1.19 已 知 ， 所 以 构造 检验 统计 量 Z= O ， 根 据 备 择 假设 ， 这 是 个 音 


侧 检验 ， 故 拒绝 域 为 = | >ш „|. MIME wo os =1.645， 拒绝 域 为 = 1Z>1. 6451. 
今 计算 检验 统计 量 Z 的 观测 值 为 
10(6. 35—6) 
118 
因而 拒绝 Н, ， 即 认为 改进 工艺 后 强力 有 显著 提高 . 
2. 方差 o 未 知 时 的 均值 w 检验 
首先 考虑 双 侧 检验 问题 





=2.941>1. 645. 


Но: 4=po3H): Шш. 
á oo? 未知 时 ， 该 检验 统计 量 


Уп (Х-ш) 
и зо. 
>`4 H, АЛА, Т-1(п-1). 
拒绝 域 的 形式 为 
={|Т|>с|. 


对 给 定 显著 性 水 平 a， 则 
P( |T|>c | H, 成立) <o. 
所 以 c=t_ a (n-1), ， 相 应 的 拒绝 域 为 
| W={ |T|>ti-an(n-1)}, 
由 于 该 检验 中 的 检验 统计 量 服 从 1: 分布， 故 又 称 之 为 1- 检验 . 
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检验 改 为 单 侧 检验 问题 时 ， 检 验 步 又 完全 相似 . 


检验 问题 为 Но: =u YH; : Ш>. 
拒绝 域 为 W=]{|T>tia(n-1)}. 
检验 问题 为 Ну: =u H: Ujo. 
拒绝 域 为 = |Т<-(п-1)}. 


例 2 从 某 厂 生产 的 电子 元 件 中 随机 地 抽取 了 25 个 作 寿 命 测试 ， 得 数据 (单位 : h): 


25 
x1，X2，…，%2s， 并 由 此 算得 x*=100，》, 妇 =4.9. 105, 已 知 这 种 电子 元 件 的 使 用 寿命 服 
i=l 


№№(ш, o°), BihJ HREH 90h 以 上 ， 试 在 显著 性 水 平 a=0.05 下 ， 检 验 该 厂 生产 的 电 
子 元 件 是 否 符合 出 三 标准 ， 即 检验 假设 H: ь<90©=Н|. ш>90. 

解 ”首先 这 是 一 个 关于 正 态 总 体 均 值 的 单 侧 ( 右 侧 ) 假 设 检验 问题 . 由 于 o 未 知 ， 故 采 
用 1t- 检 验 ， Ei W=|T>tia(n-1)}. 


a 4 
(У, па) = -2(49: 105-25. 10*)= 210.0, 


所 以 样本 标准 差 的 观察 值 ,- 100, 1 检验 统计 量 的 观察 值 为 
1250-90) _5-10 
5 100 
ЯМЕ с=їү„(п-1)= io Í (24)= 1.7109. 因 :<c,， 不 落 入 拒绝 域 ， 故 不 能 拒绝 Н, ВН 
生产 的 电子 元 件 不 符合 出 三 标 准 . 
综 上 所 述 ， 关 于 单 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 问题 如 下 表 所 示 . 





=0. 5. 





























检验 参数 原 假设 与 备 择 假设 检验 统计 量 拒绝 域 W 

Ho: =W YH]: Bo | ук >ш 
当 人 =Ao 时 ， =: 
二 Ho 

2 H, : w= HH, : = 
о? 已 知 о: =M ПН: и> И: > ë Уп u >ú) 
Ну: p=poP Hi: ш<щу ене Ра 
均值 Spt 








et Х-и, 
Ho: p=po rH : Zo ç >ti-a2( n71) 

















М u=u 时 ， 


$ Х-и 
о? 未 知 Ну: ш=що Ну: Ap №( Х-и) Vn si. t п-1) 
T=— —(n-1) 8 








Х-и 
Ну: p= Ну: ppo Vn ç 9 <- ae(n-1) 
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二 、 单 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 


BEME X~N(u, o°), B(X, Х,, =, XERA X X 的 一 个 样本 ， 考 虑 如 下 
三 种 关于 方差 o? 的 检验 问题 .: 


双 侧 检验 Ну: а? =05+Н: о? #00; 
单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 H;: т?=бф}=Нү: а?>оё ; 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 Hy: с?=тс$=Н,; а?<о?2. 


其 中 о, 是 已 知 常数 . 同 置信 区 间 求 解 过 程 相 似 ， 由 于 正 态 分 布 中 有 两 个 参数 由 Mo’, ш 
是 否 已 知 对 检验 是 有 影响 的 . 但 是 实际 情况 中 ， 我 们 通常 假定 ERAMA, o 的 估计 通常 
用 样本 方差 S 表示 . 构造 检验 统计 量 


n 


X. = X)2 
-Ds AA ; 
oe gs Ho 成 立 


针对 第 一 个 双 侧 假设 检验 问题 ， 考 虑 当 Но 成 立时 ，5? 作为 o? 的 估计 不 应 与 o? 相差 


Ж? = 





_Х?(тп = 1). 


2 
太 大 ， 根 据 备 择 假设 2 o2 的 形式 ， 显 然 ， 如 果 二 过 大 或 过 小 ， 都 应 拒绝 瓜 ， 因 此 构造 
0 
拒绝 域 的 形式 为 
Ñ (n-1)S2 е (п-1) 5? 
и "ы e A гр >°]. 


0 


对 第 二 个 和 第 三 个 单 侧 假设 检验 问题 ， 用 类 似 的 方法 可 构造 拒绝 域 的 形式 为 








2 
单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 y. ), 
90 
МЕ 2 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 ыш], 
oo 
在 给 定 显著 性 水 平 a 下 ， 给 出 相应 的 拒绝 域 为 
q Y x, - m Y (x, - X)2 
i „(ж-1){* 
@0 90 
У, (х, - X)? 
e 一 一 一 >Х1..(п =e) 
90 
У, (х, - 0 
Vo < 
Co0 
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例 3 (X, X%, =, XX, ) 是 取 自 正 态 总 体 X~ N(，o2 ) 的 一 个 样本 , ш, а? Ж 
知 ， 在 显著 性 水 平 a 下 ， 求 下 列 假设 检验 问题 的 拒绝 域 W: 





Ну: =o eH: о? <05. 
ВЕ ”这 是 一 个 单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 问题 ， 仿 照 求 显著 性 检验 的 拒绝 域 的 一 般 步骤 求解 . 
о? 的 无 偏 估计 是 5* ， 构 造 检验 统计 量 
У, (х, - 0)? 
МЕРЕТ Е; 
У ыз о 


当 H, 成 立时 , X2-X2(n-1), H 
Р(Х?<Х?(п-1) |H, 成立 ) Sa 
可 得 拒绝 域 为 
W=|X2<X2(n-1)|. 

例 4 一 位 生物 学 家 研究 生活 在 高 原 上 的 某 一 甲虫 ， 从 高 原 上 采集 了 mn= 20 个 高 山 甲 
虫 ， 以 考察 高 山上 的 该 甲虫 是 否 不 同 于 平原 上 的 该 甲虫 ， 其 中 度量 方法 之 一 是 翅膀 上 黑 斑 
的 长 度 . 已 知 平 原 甲 虫 黑 斑 长 度 服从 期 望 wo=3. 14mm， 方 差 ri =0. 0505mm” 的 正 态 分 布 ， 
从 高 山上 甲虫 样本 得 到 的 黑 斑 长 度 x=3.23mm，s*=0.4mm， 假 定 高 山 甲 虫 黑 斑 长 度 服从 正 
态 分 布 W(，o- ) ， 在 显著 性 水 平 =0. 05 下 分 别 进行 下 列 检验 : 

(1) H: м=3.14©Н\: ш73. 14; 

(2) Ну: о? =0. 0505тт> «И, : о? #0. 0505mm’. 


Jn (Х-3. 14) 
5 


解 (1) 取 检验 统计 量 7= ， 拒 绝 域 为 


W=||T|>t 2 (n-1)]. 
今 ti-a 2 ( п-1)= to. 9750 19) = 2. 093. Жї 检验 统计 量 的 观测 值 为 
_V20 (3. 23-3. 14) 





д4 =0. 98<2. 093. 
因而 不 能 拒绝 Н, ， 认 为 在 显著 水 平 =0.05 下 ， 高 山 甲虫 的 黑 斑 长 度 的 均值 是 3. 14mm. 
y (nI) š 
(2) 取 检验 统计 量 X = 0505 ， 拒 绝 域 为 


W= >X „(п-1)нЁХ?<Х?„(п-1)}, 
查 附 录 5 可 得 ХО 65( 19)= 32. 852, А ›5(19)= 8. 907, 计算 * 检验 统计 量 的 观测 值 为 


z 1920.4? 
~ 0.0505 


因而 拒绝 H,， 认 为 在 显著 性 水 平 a= 0.05 下 ， 高 山 甲 虫 的 黑 斑 长 度 的 方差 不 再 
是 0. 0505mm2. 
综 上 所 述 ， 关 于 单 正 态 总 体 方 差 的 假设 检验 问题 如 下 表 所 示 . 





= 60. 1980>32. 852. 
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拒绝 域 W 





п 


У (х, -ш)? 
i=1 


2 <Х (п) 或 
0 
Уу (X, -iy 
i=} 


а 
= > X ¿a (m) 
90 


p BA 





У, EX: = 
i=l 


сђ 


>X? (n) 





У (X, - n) 
i=l 


; <X2(n) 
90 





方差 or 
У (X, =X)2 
i=l 


<А „(п-1) 9 
Нь: а? =92«» oo а 





0 025 = X ya 
m >X2 A(n-1) 


Җа? =о№ BJ, 


Ух rA A 
= 二 X(n) У = 0)? 
. i=1 


90 


= 





>X1. (n-1) 





У, (х, - х)? 
= <X2(n-1) 








90 


三 、 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 假设 检验 


(Ху, Х,, ++, Xn) 是 取 自 正 态 总 体 ~ Миш, 02) ВЯ, (Yi, Ү,, з, Y.) 
是 取 自 正 态 总 体 Y ~N(m, c3) 的 一 个 样本 ， 且 总 体式 与 了 相互 独立 ， 显 著 性 水 平 为 w， 记 





Ра y E- ' К. 1 т Ce 1 n WA 
X= 二 
т" a 2 Y: x 12, (x, наз + „ст O уу = 
1 = z = 1 
Жат)? + y, -V |= ——— (m.- 1)$5 + (а —1y8$]. 
T Tukaq aria Z (n 07], qa slm t (n ты 


同 单 正 态 总 体 的 假设 检验 一 样 ， 两 个 总 体 的 未 知 参 数 的 检验 问题 都 有 一 对 原 假设 和 备 
择 假设 ， 同 样 也 存在 双 侧 和 单 侧 假设 检验 ， 单 侧 检验 根据 备 择 假设 可 以 分 成 右 侧 检验 和 左 
侧 检验 . 在 两 个 相互 独立 总 体 的 假设 检验 问题 中 ,我 们 通常 感 兴趣 的 是 两 个 总 体 的 均值 
m, m 是 否 有 差别 ， 因 此 考虑 如 下 三 个 关于 ,jp 的 假设 检验 问题 ， 

双 侧 检验 Ho: у= Н\: AI 天 1， 
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В | Но: шти = 0 Ну: pp 0; 
单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 Ну: Wi=p Hr: Ah 

Вр Но: шо =0<Н,: ш -uo>0; 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 Но: M54 Ну: p <o, 

即 Ну: pH =0=Н: pi- <0. 


同 置 信 区 间 求 解 过 程 相似 ， 由 于 正 态 分 布 中 有 两 个 参数 jw 和 o?，of、o3 是 否 已 知 对 
ш 和 jw 的 检验 是 有 影响 的 . 后 续 的 讨论 也 将 分 成 两 种 不 同 的 情况 加 以 展开 . 

1. #01, o; Ви, -az 的 Z- 检 验 

HA, Wu 的 无 偏 估 计 X -7Y， 根 据 备 择 假设 的 具体 内 容 ， 拒 绝 域 的 形式 分 别 为 





双 侧 检验 W=| |Х-Ү|>с|; 
单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 у= 1-е}; 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 ре 1-а), 
Irig 
取 检 验 统计 量 geeet) woi 
o} о» 
—+ — 
m n 
当 Ho: p =m 成 立时 p= 2 i 
2 2 
CT 92 
m n 
可 得 


可 о} 0 
双 侧 检验 的 拒绝 域 为 =) ы 101421, 


单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 的 拒绝 域 为 ,人 E Cay 


а? о? 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 的 拒绝 域 为 Реа К!) 


15 Ж] рш [Н] ЭУ ЖЕТИШ КИЛЕ ЕТП БАП РЕД HS —Ж ЙТ Ç 
铸件 ， 现 从 两 种 铸件 中 各 抽 一 个 样本 进行 硬度 测试 ， 其 结果 如 下 . 

镍 合金 铸件 (XX) 72.0, 69.5, 74.0, 70.5, 71.8. 

铜 合金 铸件 (了 ) 69.8, 70.0, 72.0, 68.5, 73.0, 70.0. 

根据 以 往 经 验 知 ， ЖЛ Х-М(ду, 02), Ү-М(ш„, o), Нос =os =2， 试 在 显著 性 
KF a=0.05 下 ， 比 较 镍 合金 铸件 硬度 有 无 显著 提高 . 

解 ”根据 题 意 假 设 Н: ш =, OH: Ai ， 这 是 一 个 单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 问题 ， 检 验 统 
计量 





z Art | 

4 4 

+ 

5 6 
拒绝 域 为 = l Zingst 
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Z uo 0s=1.645, х=71.56, y=70.55, 代入 得 检验 统计 量 的 观测 值 为 
_71.56-70.55 -1-0 
Е r, - 1.21 
因此 不 能 拒绝 Но, ， 即 不 能 认为 镍 合金 铸件 的 硬度 有 显著 提高 . 
2. # ої=оз=о? ЖАН и, 的 t- 检 验 

由 第 六 章 的 讨论 可 知 ， 当 of=o3=o? H, 
пата) 





一 0. 8347<uo os = 1. 645. 


~1(т+п-2), 

бы l 1 

m n 
34 Ho: ш =m 成 立时 ， 取 检验 统计 量 „ P 
Х-Ү 

T=—~ ~ ~t(m+n-2). 
8, Жы! 
m n 


所 以 同 前 面 当 of，o3 已 知 时 求解 拒绝 域 的 过 程 类 似 ， 可 得 以 上 三 种 假设 检验 的 具体 
拒绝 域 分 别 为 

















Х-Ү 

ХИК W= 8, пг >t - a (m+n-2) t, 

ШЕ „дин (т+п-2) 
单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 2 ПТ di | 

w |m n 

Х-Ү 

= m+n—2 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 ве тото" | 
例 6 用 两 种 不 同方 法 冶炼 的 某 种 金属 材料 ， 分别 取样 测定 某 种 杂质 的 含量 ， 所 得 数 


据 如 下 (单位 为 万 分 率 ). 

EFEO): 26.9, 25.7, 22.3, 26.8, 27.2; 24.5, 22.8, 23.0, 24.2, 26.4, 
30.5, 29. 5,25, 1. 

ЖОЕ (У): 22.6, 22.5, 20.6, 23.5, 24.3, 21.9, 20.6, 23.2, 23.4. 

由 观测 值 求 得 xz=25.76， у= 22.51, 52 =6. 2634, 52 = 1. 6975, 52 =4. 437. 假设 这 两 
种 方法 冶炼 时 杂质 含量 均 服 从 正 态 分 布 ， 且 已 知 方差 相同 ， 问 这 两 种 方法 冶炼 时 杂质 的 平 
均 含量 有 无 显著 差异 ? 取 显 著 水 平 为 0. 05. 

解 W X-N(u,, о?), Y~N(m, °), 检验 假 设 为 Ну: =u H: пуш, KI 
统计 量 为 

p= (AY) _ 


Х-Ү 
+ 


LA 
к, [== 
m n 


拒绝 域 为 r- 








Sti-a2( m+n-2) | 9 


* 198. 


第 二 节 ” 正 态 总 体 参 数 的 假设 检验 


HEP to o75(13+9-2)= 2.086， 所 以 
p- 25.76-22.51 -3.25 
2.1064 - V0. 077+0. 111 0.9133 
因此 拒绝 Ну, ， 即 认为 这 两 种 方法 冶炼 时 杂质 的 平均 含量 有 显著 差异 . 
例 7 设 从 两 个 正 态 总 体 X~ М(ш, 02), У- Мр, ，o3 ) 中 分 别 抽取 两 个 样本 (X ， 
X,, =, X.)fll(Y,, Y,, --Ү,), ЖН дү, ш, сї, оз; 均 未 知 . 假定 o?2=o2, 在 显著 性 
水 平 w 下 ， 检 验 


=3. 559>2. 086. 





Ho: Hı =N2+6 Di: ш Bo +Ó, 
Hp, 是 已 知 常数 . 试 求 拒绝 域 W. 
Ж 10 0=ш-ш,, BRR 
Ну: ш =ро+6<Н,: ш uo +Ó, 
即 检验 
Ну: Ө=8=Н\: 05 
0 的 点 估计 不 妨 取 成 -Y， 构 造 检验 统计 量 


T= (Х-Ү)-6 | 
Sy P E 
m n 
当 Но 成 立时 ,，T~i(m+n-2)， 因此 拒绝 域 为 
Ws AD, men) 
S, |—+— 
m n 


本 例 中 如 果 取 6=0 便 是 求 检验 Ну: Ш =џ, Н, : Mi 天 /Mo 的 拒绝 域 . 
综 上 所 述 ， 关 于 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 假设 检验 问题 如 下 表 所 示 . 















Но: ш =Ma 
Ну: Ш Mo 








Ho: Hi =p 
Ну: >ш 


Ho: Ai =h 

















X-Y<- 一 + 一 
SH: pp чы п 
均值 差 Ho: ш =p га 
һи Ну: щи) 
Е =p 时 ， 
сі=03=0? Ho: My =M Ү-Ү 
еда иә | [тг Е 
未 知 1: А262 S EE ый. w m А 







т п 











Ну: ш =p 
Ну: ш < 
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四 、 两 个 正 态 总 体 方差 比 的 假设 检验 


(Х|, Xz, ..., X m) 是 取 自 正 态 总 体 (ш, с?) 的 一 个 样本 ， (ЙҮ, Ү,, ж E) 
是 取 自 正 态 ы 03) 的 一 个 样本 ， ено 下 


互 独立 ， 显 著 性 水 平 为 w， ах-ух, Ү = — 32 g= (X =X), БЇ = 
ї=1 





‚ ТАИ АРСТАКЕ ЕНИ, HC EA FE BW u Mo? , 


ш, иь 是 否 已 知 对 检验 是 有 影响 的 . 但 是 实际 情况 中 ， 我 们 通常 假定 Ai ，Asa 均 是 未 知 
的 ,考虑 如 下 三 个 关于 o?，o3 的 假设 检验 问题 : 


双 侧 检验 Ho: g =o tH а? +03, 

Вр Ну: а?/а5=1<Н: 01/0291; 
单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 Ну: vt=0 Hy 02503, 

即 Ho: ot/o5=1<+H í: ol/o5>1; 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 Н,: mairi, eg, 

即 Нух o1/62=1<+HB : Gl/o2<1; 


HE, ot, 05 的 无 偏 估计 分 别 为 样本 方差 5%， ‚ жй ;作为 的 点 估计 取 检 
验 统 计量 


3 


2 = 
У (&,-Х)°/(т-1)01 gor ss 
Е = a конран ий” 7a 27 2 ~ F(m-1, n- 1). 
— y/05 Gr 
tiigi a a 








È (X, ~ X)%/m -1 s 
F= == ~ Е(т- 1, n = 1). 


x (Y, - Ү)2/п - 1 5; 
根据 备 择 假设 的 具体 内 容 ， 拒绝 域 的 形式 分 别 为 
5% ё 
双 侧 检验 wafa 2), 
Sy Sy 





Sx 
单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 。W= (22. 


52 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 [=<]. 
Y 
可 得 以 上 三 种 假设 检验 的 具体 拒绝 域 分 别 为 
5 52 
双 侧 检验 к= enam, п-1)#Ё >F alm, n-1)}, 
Y Y 
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52 
单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 к= о> (ml, | 
y 
S% 
单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 w| crm, н), 
14 


例 8 为 比较 新 老 品 种 的 肥料 对 作物 的 效用 有 无 显著 差别 ， 选 用 了 各 方面 条 件 相同 的 
10 个 地 块 种 上 此 作物 . 随机 选用 其 中 5 块 施 上 新 肥料 ， 而 剩 下 的 5. 块 施 上 老 肥 料 ， 等 到 收 
获 时 观察 施 新 肥 的 地 块 ， 平 均 年 产 333( 单 位 : 千斤 )， 年 产量 的 方差 为 32( 单 位 : FA), 
施 老 肥 的 地 块 平均 年 产 330( 单 位 : 千斤 )， 年 产量 的 方差 为 40( 单 位 : 千斤 *). 假设 作物 
产量 服从 正 态 分 布 ， 检 验 新 肥 是 否 比 老 肥 效用 上 有 显著 提高 (显著 性 水 平 g=0. 10). 

解 ” 设 X 为 施 新 肥 地 块 的 产量 , Y 为 施 老 肥 地 块 的 产量 ，(X I ，…，X5) (У, ~, 
Y;) 分 别 是 取 自 XX 及 Y 的 样本 , Х-М(щ, 032), Ү-М(ш„, 03), Hy: p =u ОН: ш> 
шо. 这 是 单 侧 ( 右 侧 ) 检 验 问 题 ,， 但 还 不 能 直接 进行 两 样本 的 1- 检验 ， 因 为 我 们 还 不 知道 
o=o} 是 否 成 立 . 

为 此 先 要 做 一 个 关于 两 个 总 体 的 方差 相等 的 假设 检验 ， 即 检验 

Ну: о?=02<Н,: о? #02. 

只 有 当 该 检验 的 原 假设 没有 被 拒绝 的 前 提 下 ， 才 能 继续 用 t- 检 验 的 方法 进行 均值 差 的 假 
设 检验 . 为 了 避免 当 o? 关 03 成 立时 而 错误 地 认为 of=o3， 即 希望 第 二 类 错误 概率 小 一 些 ， 
由 于 两 类 错误 概率 的 此 消 彼 长 性 ， 不 妨 将 该 检验 的 显著 性 水 平 a 取 大 一 些 ， 比 如 取 a=0.5. 

注意 到 ， 关 于 方差 是 否 相 等 的 双 侧 检验 的 拒绝 域 为 

51 S% 
W= ml DR n=l) р. 
不 妨 取 显 著 性 水 平 =0.5,， 则 Е, (4, 4)= 2.06, Е, 2s(4，4)= 0.4854， 今 计算 F RRI 


52 

计量 5 的 观测 值 为 广元 =0 8， 显 然 2. 06>0. 8>0. 4854， 因 而 不 能 拒绝 而 ， 即 可 以 认为 of =}. 
2 
现在 回 到 关于 均值 差 的 假设 检验 问题 ， 取 检验 统计 量 





б^. 
бу |11 
m n 
其 中 So= 二 II[(mm-1)SX+(n-1)31]， 
拒绝 域 为 W= | Т>с|, 


Жеф c=t (m+n-2)= 1,08) = 1. 3968. 今 计算 1 检验 统计 量 的 观测 值 为 
=E (4 · 32+4 - 40)= 36, 


_ 333-330 ИЕ 7906<1. 3968. 


L 
п тэ 
6 575$ 
因而 不 能 拒绝 Ао, ， 即 新 肥 没 有 比 老 肥 在 效用 上 有 显著 提高 . 
本 例 主 要 是 关于 均值 w = 上 的 检验 ， 但 是 检验 统计 量 要 求 of =o3， 所 以 在 对 均值 差 
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进行 检验 之 前 ， 需 先 对 两 个 总 体 的 方差 是 否 相 等 做 检验 . 

例 9 ЗАТИЧЕ ХМ, 02), У Ми, 02) ИНВЕ ОХ, X, 5, Xn) 

ЖҮ, №, +, Y), Ж, ш, сї, оз 均 未 知 .在 显著 性 水 平 w 下 ， 要 检验 
Ho: о? =o} >H: а? збоі, 
其 中 ，5 是 已 知 常数 . 试 求 拒绝 域 W. 

解 ” 由 于 6 是 已 知 常数 ， 故 该 检验 也 可 改写 成 : с1/боз=1=Н\|: o?/602 关 1, Ж 
妨 取 51/557 作为 a?/603 的 估计 值 ， 根 据 备 择 假设 的 具体 内 容 ， 在 Н 成 立 的 假定 下 ， 给 
定 显著 性 水 平 ag， 故 拒绝 域 为 

W={S%/6S%<F (mm-1, n-1) 或 S3/6S2>F wpm-l1, п-1) }. 

综 上 所 述 ， 关 于 两 个 正 态 总 体 方差 比 的 假设 检验 问题 如 下 表 所 示 . 











> Fl-a( m,n) 


> (Х,-д,)?/т 
当 z? = с?н}, #й— ————— < Fen(msn) 
У (Y, -n,)2/n 
i=l 


2 
| 
| 





Hi H2 
已 知 





22. > Fla(m,n) 








> Еу атт l-1) 








Ў, G, - (т - 1) 
或 二 一 <Pom-in-D 
У (Y, - Y)2⁄/(n - 1) 
i=l 


2 2 
Buro; | 54 2 шз, 







s (X, -K Am- 1) 
F= i=l 


Ш „M2 
未 知 











(Y, = Y)2⁄/(n - 1) т Аа 

> ý > (X, - X)2⁄(m - 1) 

53 人 йге 

= E Fm- ln-l) > F, (m = 1,n = 1) 
Y 


У (Y, - Y)2⁄(n - 1) 
i=l 








> (X; — X)2Z(m - 1) 
i=] 





- < F,(m - 1,n - 1) 
У (Y, - Y)2⁄(n - 1) 
{=1 
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第 二 节 正 态 总 体 参数 的 假设 检验 


1. БАЖ X RAES (и, 1), KP u ARMSA, (Ху, X, ---, XERA 
该 总 体 的 一 个 样本 ， 对 于 假设 检验 问题 也: y=00H: ш>0. 求 在 显著 性 水 平 a=0.1 下 ， 
该 检验 问题 的 拒绝 域 . 

2. SMK X-N(u, о?), (Ху, X,, +, Ху) ЖИН АМЖ X 的 一 个 样本 ， 经 观测 得 样 
本 观测 值 为 10，30，40，48，49，50，51，52，70，90. 1 Ну: и=52=Н\|; 人 >52， 显 
著 性 水 平 取 为 0.05， 分 别 在 下 列 两 种 情况 下 ,检验 是 否 能 拒绝 原 假设 Н. (1)o?*=100 已 
ЖП; (2)o2>0 ЖЖ. 

3. 在 正 态 总 体 W(，1) 中 抽取 了 100 个 样品 ， 计 算得 x=5.2， 

(1) 试 检验 假设 Ho: ш=5©=Н,; jp<5( 取 显著 性 水 平 a=0. 01); 

(2) 计算 上 述 检 验 在 久 w=4. 8 时 犯 第 二 类 错误 的 概率 . 

4. 某 灯 泡 厂 对 某 批 试制 灯泡 的 使 用 寿命 进行 抽样 测定 ,假定 灯泡 的 使 用 寿命 服从 正 
态 分 布 ， 现 共 抽 取 了 81 只 灯泡 ， 其 平均 使 用 寿命 为 2990 小 时 ， 标 准 差 为 54 小 时 . 假设 该 
灯泡 厂商 声称 其 生产 的 灯泡 平均 使 用 寿命 至 少 为 3000 小 时 . 试 检验 该 厂商 的 声称 是 否 合理 
(显著 性 水 平 а = 0. 05). i 

5. 设 某 次 考试 考生 的 成 绩 服 从 分 布 N(u, o2), ， 从 中 随机 抽取 36 位 考生 的 成 绩 ， 算 
х= 66.5( 分 )，s=15( 分 ) ， 在 显著 水 平 w= 0.05 下 分 别 检验 : (1) Ну: и=70=Н|; шз 
70; (2)Н,: с=18#=Н|; oz#18. 

6. ЖАЙЛАРГА X-N(u, o), ш, о? 均 未 知 ， 今 从 一 批 钢筋 中 随机 抽出 10 根 ， 
测 得 x=140(kg) з, =30(kg) ， 按 标准 当 抗 拉 强 度 三 120( kg) 时 为 合格 , 试 检验 该 批 钢筋 
是 否 合格 (显著 性 水 平 =0. 05). 

7. 某 农场 对 甜瓜 的 培育 引入 了 新 方法 ， 声 称 他 们 培育 出 来 的 甜瓜 平均 含 糖 量 达 到 了 
6g/100g. 有 人 从 该 农场 一 批 成 熟 的 甜瓜 中 随机 抽取 了 25 个 进行 了 含 糖 量 测试 . 由 测试 结 
果 算 得 x=5.7g/100g，s=1.2g/100g， 假定 甜瓜 的 含 糖 量 服从 分 布 N(z, °), и о? EJ 
未 知 ， 能 否 断 言 这 种 培育 是 有 效 的 ? 

(1) 如 果 你 是 农场 主 ， 要 求 第 一 类 错误 不 超过 5%; 

(2) 如 果 你 是 消费 者 ， 要 求 第 一 类 错误 不 超过 5%. 

8. 某 研究 所 为 了 研究 某 种 化 肥 对 农作物 的 效力 ， 在 若干 小 区 进行 试验 ,得 到 单位 面 
积 农作物 的 产量 (kg) 为 


施肥 34 35 39 32 33 34 
未 施肥 29 27 32 33 28 31 





设施 肥 和 未 施肥 时 单位 面积 农作物 的 产量 分 别 服从 正 态 分 布 N(p,o?) 和 NN(p， 
02). 试 在 显著 性 水 平 w=0. 05 下 检验 假设 
Ну: ш =ро+1< Ну: NI>N2+1|， 
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жле ”假设 检验 
9. 设 随 机 变量 与 Y 相 互 独立 ， 都 服从 正 态 分 布 ， DIANC u, сї), №, 03), 
Ші, M2, Ө], сҳ 都 未 知 ， 现 有 样本 观测 值 (xi ， Хоу *#°, х16) 和 (yi， эз. Mi ую), 由 数 
16 10 16 10 
WAI: У х, =84，》 y=18，》x?=563，》y?=72, 在 显著 性 水 平 w =0.05 F, Ж 
і= 1 і= 1 i=l і= 1 


8 Ну: о? =02, Н: о? > ой. 
B= ИЛЕ 


第 七 章 的 参数 估计 是 假定 总 体 的 分 布 类 型 是 已 知 的 ,需要 通过 样本 来 估计 刻画 总 体 分 
布 的 一 个 或 若干 个 参数 . 但 是 ， 在 实际 问题 中 ,经 常 不 知道 总 体 服从 什么 分 布 ， 这 时 只 
假定 其 为 某 种 分 布 ， 那么 就 需要 根据 样本 数据 来 检验 假设 是 否 合理 ， 即 检验 假设 的 总 体 分 
布 是 否 可 以 被 接受 ， 又 称 为 分 布 的 拟 合 检验 ， 常 用 的 方法 有 X? 拟 合 优 度 检验 . 

Фут 检验 一 枚 般 子 是 否 是 均匀 的 ， 首 先 抛掷 一 枚 般 子 120 次 ， 得 到 如 下 结果 记录 : 








在 显著 性 水 平 aq=0. 01 水 平 下 ， 请 问 ， 这 枚 般 子 是 否 是 均匀 的 ? 
分 析 设 民 为 仍 子 出 现 的 点 数 ， 根 据 题 意 可 以 假设 下 的 分 布 为 


1 
Ho: PUNS = p = т Ж @—. 6, 


如 果 仍 子 是 均匀 的 ， 即 在 H, 成 立 的 假定 下 ， 投 掷 120 次 ， 平 均 来 说 每 个 点 面 应 该 都 
HIR np; = 120 - —=20 次 ， 这 称 为 理论 频数 ， 如 果 每 个 点 面 实际 出 现 次 数 与 20 次 相差 不 


Ж, 那么 可 以 说 明 角 子 是 均匀 的 ， 如 果 相 差 太 大 ， 例 如 有 些 点 面 严 重 偏 多 ， 而 男 外 一 些 点 
面 严 重 偏 少 ， 那 么 可 以 说 明山 子 是 不 均匀 的 . 由 于 有 正 偏差 就 一 定 有 负 偏 差 ， 所 以 用 偏差 
平方 的 方式 来 计算 每 一 个 点 面 出 现 的 偏差 .并 计算 所 有 点 面 累积 的 总 偏差 ， 如果 总 偏差 太 
大 ， 超 过 了 容忍 的 最 大 值 <:， 就 拒绝 原 假设 ， 即 认为 散 子 是 不 均匀 的 ， 反之 ， 则 不 拒绝 找 
子 是 均匀 的 原 假设 . 


k 
根据 上 述 分 析 ， 我 们 构造 拒绝 域 的 形式 为 к= (У (№,-пр;)2>с}, 其 中 N, 表示 第 i 个 
i=l 


点 面 实际 出 现 的 次 数 ， 又 称 为 实际 频数 ， 当 我 们 有 了 一 组 样本 观测 值 以 后 ，N; 的 观测 值 
记 为 n;. 其 中 的 表示 总 体 分 布 取 值 分 组 的 组 数 ， 例 如 在 例 1 中 ,hk 取 6. 

那么 这 里 的 容忍 最 大 值 c 取 何 值 呢 ? 

根据 显著 性 水 平 的 定义 ， 容 忍 最 大 值 需 满足 





Р((Х,, Ж, а, х„)єт)=Р(}ў (N,-np,)2>c | Ho 成 立 ) <a. 
Y=1 


统计 学 家 K: 皮尔 逊 基于 上 述 拒绝 域 的 形式 构造 了 一 个 检验 统计 量 
(Мпр;)? 


ESY 


i=l пр; 


(8-1) 
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并 证 明了 如 下 重要 的 结论 ,我 们 以 定理 的 方式 不 加 证 明 地 给 出 . 
定理 1 WEBE Ho: P(X=i)=p;, і=1, 2, =, kL, ДРАВА поо Н, 





N. 
pep кй s 2 的 极限 分 布 是 自由 度 为 -1 0022 分 布 ， 即 
i=1 i 
М.—пр. 2 
у pnp) hl) 
i=l np; 
所 以 
Ë (N= 
Р((Х\, > ==, хе)" се >X? a(k- 1) |н, tar) <a 
ї= 1 
即 拒 绝 域 为 


在 例 1 中 , X? 检验 统计 量 的 观测 值 ， 
№ = у (љ;-пр;)? 


i=l пр; 
23-20)? (26-20)? (21-20)? (20-20)? (15-20)? (15-20)? 
Е. x + Ka 220—4 + + =o 
=4.8. 
查 附录 5 可 得 , X3 (5) = 15. 0863>4.8， 所 以 ， 在 显著 性 水 平 = 0.01 下 接受 原 假设 ， 
即 可 认为 这 枚 骨 子 是 均匀 的 . 
在 上 面 这 个 例子 中 ， 我们 假定 每 一 组 |X=i| 的 概率 值 p, 都 是 已 知 的 i=1，2，,，…,， 
但 在 实际 问题 中 ， 有 时 р, 还 依赖 于 7 个 未 知 参数 ， 而 这 7 个 未 知 参数 需要 利用 样本 来 估 
计 ， 这 时 ， 我们 先 用 点 估计 法 估计 出 这 7 个 未 知 参数 ， 然 后 再 算出 p, 的 估计 值 р. 类似 于 
式 (8-1) ， 定 义 检验 统计 量 





k пр. )2 
№2 (Мар) (8-2) 
i=1 np, 
当 样 本 量 поо BJ, BERE 1924 年 证 明了 ， 式 (8-2) 还 是 渐 近 服从 她 分 布 ， 但 是 
自由 度 为 k-r-1， 即 


б (Му-пр;)? 


> у ~ X2(k-r-1). 
i=] пр; 
故此 时 ， 拒 绝 域 为 
k (N. 
= |}, {Жай a „0. 
і=1 пр; 


例 2 在 某 细 纱 机 上 进行 断 点 率 测定 ， 测 验 锭 子 总 数 为 440， 测 得 断 头 次 数 记 录 如 下 : 
每 锭 断 头 数 0 1 2 3 4 5 7 8 
锭 数 (实测 ) 264 112 38 19 3 1 0 3 


试问 在 显著 性 水 平 aq=0. 01 下 能 和 否认 为 锭 子 的 断 头 数 服从 泊 松 分 布 ? 
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解 建立 检验 假设 
Но: 儿子 的 断 头 数 蕊 服从 泊 松 分 布 P(A). 
首先 估计 泊 松 分 布 中 的 参数 入 ， 由 极 大 似 然 估计 法 得 A=X， 即 


з) 。 。 +2. 。 эз 。 
TEE., 264+1 • 112+2 + 38+3 + 19++=+8 3_0 65, 





440 
其 次 ， 计 算 泊 松 分 布 的 概率 估计 值 ， 为 了 满足 每 一 类 出 现 的 样本 观测 次 数 都 不 小 于 5， 
我 们 把 X=4 归 为 一 类 ， 并 将 计算 结果 都 列 在 下 表 中 . 


















































类 别 观测 值 概率 估计 理论 频数 > = 由 
1 T 0 264 0. 522046 229. 7001 5. 121809 
2 1 112 0. 33933 149. 3051 | 9. 320981 
3 2 38 0. 110282 48. 52415 2. 28253 
4 3 19 | 0. 023894 10. 51357 6. 850153 
5 24 7 0. 004448 1. 957044 12. 9948 
1 36. 57028 











к (m B 
а аа з =36. 57028. 
= пр, 


对 显著 性 水 平 =0.01, k=5、r=1， 查 附录 5 ПАЗ ЧЕ ХО (5-1-1) = 11. 3449, 
即 拒绝 域 为 W= |\Х?>11. 3449 |. 观测 结果 X?=36. 57028 落 在 拒绝 域内 ， 因 此 拒绝 Н, BIA 
为 锭 子 的 断 头 数 的 分 布 不 服从 泊 松 分 布 . 

上 述 两 个 例题 中 总 体 的 分 布 都 是 离散 型 的 ， 如 果 总 体 X 是 连续 型 随机 变量 分布 函数 
为 F(x)， 这 时 情况 稍微 有 些 复杂 ， 一 般 采用 下 列 方法 : A А-1 个 实数 cl<az<…<ak-1， 将 
实数 轴 分 为 个 区 间 

(=® ay], (ар. Ga], a (Casas +9). 

当 观 测 值 落 在 第 i 个 区 间 内 ， 就 把 这 个 观测 值 看 作 是 属于 第 i 组 ， 因此， 这 上 个 区 间 

就 相当 于 是 个 组 . 在 Н, 成 立时 ， 记 

p;=P(a; 1<X<a)= Е(а,)-Е(а; 1), б, => Ñ 
Ж а,=-®, а„=+®, A п, 表示 样本 观测 值 x х, +, x, ТЕБ (а, а; РАЈ 
数 (i=1，2,，…,k) ， 接 下 来 的 求解 过 程 与 总 体 只 取 有 限 个 值 的 情况 一 样 . 

例 3 某 高 校 研 究 在 校 学 生 的 体重 ， 现 随机 抽取 了 100 位 学 生 ， 测 得 他 们 的 体重 ( 单 
位 : kg) 如 下 : 

86.62 62.92 53.92 78.24 73.63 75.47 79.58 80.10 74.21 

61.44 61.62 57.89 83.34 82.44 72.70 79.45 59.38 53.74 

59.277 86.47 76.22 70.70 67.37 71.96 66.15 61.63 67.47 

70.81 66.24 75.14 53.06 77.84 58.22 81.19 65.25 82.16 

67.17 51.89 61.06 57.45 68.09 63.28 74.91 58.30 

57.36 64.37 70.67 67.17 58.31 75.69 75.47 75.51 

70.09 62.65 76.33 76.90 72.50 81.11 82.91 56.06 
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93.18 51.49 84.75 74.91 74.83 83.66 93.02 173.70 

48.39 51.14 79.16 62.75 75.11 66.26 85.43 59.33 

66.03 68.08 68.15 75.95 81.35 70.79 64.73 83.34 

53.62 79.11 61.86 81.45 60.57 64.03 71.44 80.86 

72.41 61.17 63.69 54.18 84.89 67.72 66.71 73.83 
问 该 高 校 学 生体 重 是 否 服从 正 态 分 布 ? 

解 ” 设 该 高 校 学 生体 重 为 X， 建 立 假设 检验 

Ну: 臣服 从 正 态 分 布 N(u, o°). 

首先 正 态 分 布 的 参数 jh，o? 的 无 偏 估计 值 分 别 为 育 = 元 = 69. 92, 02 =52 = 10.172， 根 据 

实际 取 值 的 特点 ， 我 们 按 下 表 中 第 二 列 分 组 表示 ， 将 数据 分 成 6 组 





























= ете = — J >з УУ неа а 
概率 估计 4 
I экз i 理论 频数 *(т—пр;)? 
类 别 观测 值 实际 频数 а-Йй ай А > 一 一 -一 
ñ = $ ‚Фф ) лр; і=1 пр; 
ô ó 
l (0, 55] 9 0. 07118 7.12 0. 496404 
2 | (55, 63] 20 0. 176935 17. 69 0. 301645 
3 (63, 71] 24 0. 294171 29.42 0.998518 
4 (71, 79] 24 0. 271738 27.17 0. 369853 
5 (79, 87] 21 0. 139444 13. 95 3. 575581 
6 (87, +œ) 2 0. 046532 4. 65 1.510215 
总 和 100 1 100 7.252216 
= sss r] F EE. 5 . .. 

















若 取 显 著 性 水 平 a=0.05, k=6, r=2， 则 检验 统计 量 的 观测 值 
6 (neno 
нс ы, 
і= 1 пр; | 

查 附录 5 可 得 临界 值 为 如 os(6-2-1)= 7.8147, 显然 7.252216<7. 8147. 故 不 能 拒绝 
H。， 即 认为 该 高 校 学 生体 重 服从 正 态 分 布 . 


Хы = 7. 252216. 


习题 8-3 


1. 一 开心 农场 10 年 前 在 鱼 塘 里 按 比例 20 : 15 : 40 : 25 投放 了 4 种鱼; А, Wt, 
多 宝 鱼 和 链 鱼 的 鱼苗 ， 现 在 鱼 塘 里 获得 一 样本 如 下 : 








种 类 tta 鲈鱼 LEM feta 
数量 (条 ) 132 100 200 168 





在 显著 性 水 平 0.05 F, 检验 各 类 鱼 数 量 的 比例 较 10 年 前 有 无 显著 改变 . 
2. 按 孟 德尔 的 遗传 定律 ， 让 开 粉 红 花 的 更 豆 随机 交配 ， 子 代 可 分 为 红 花 、 粉 红 花 和 
白花 豆 类 ， 其 比例 为 1 : 2 : 1， 为 检验 这 一 理论 ， 安 排 了 一 个 试验 : 100 株 开 粉红 花 的 更 
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豆 随 机 交配 后 的 子 代 中 ， 开 红 花 的 30 株 ， 粉 红 花 的 48 株 ， 白 花 的 22 Ж. 在 显著 性 水 平 
a=0.05 下 检验 孟 德 尔 遗 传 定律 是 否 成 立 . 

3. 为 了 确定 维修 工人 的 人 数 ， 某 小 区 物业 要 了 解 一 天 内 接收 到 的 维修 次 数 ， 该 小 区 
共有 住户 1000 户 ， 假 设 每 户 至 多 一 天 保修 一 次 ， 现 随机 地 抽取 了 50 天 的 维修 次 数 记录 ， 
测 得 它们 (单位 : 次 ) 如 下 : 


一 


юм + + — O Ñ Q DS 一 

N — U — N GQ л © me N 
一 = N N C U U NON 
N Nð шо шо © л + + me N 
Q © U U e. UUme OO N 


试问 在 显著 性 水 平 = 0. 05 下 能 否认 为 维修 次 数 服从 二 项 分 布 ? 
4. 在 一 批 灯泡 中 抽取 了 300 只 进行 寿命 试验 ， 得 结果 如 下 ; 


寿命 (单位 : 小 时 ) 








试问 在 显著 性 水 平 а= 0. 05 下 能 否认 为 灯泡 寿命 服从 指数 分 布 ? 
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区 钥 原 假设 和 备 择 假设 的 概念 

苞 制 显著 水 平 检验 法 的 基本 思想 
蔡 独 假设 检验 的 基本 步骤 

区 铀 假设 检验 可 能 产生 的 两 类 错误 


ТЖ)» 值 法 的 基本 思想 





正 态 总 体 参 数 
的 假设 检验 


随 下 单 正 态 总 体 参数 假设 检验 的 基本 步 取 
卫 册 两 个 正 态 总 体 的 均值 差 和 方差 比 的 假设 检验 








拟 合 优 度 检 验 





TE ARAH 
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第 八 章 “假设 检验 


g 拓展 阅读 


假设 检验 与 区 间 估 计 的 关系 


在 为 总 体 未 知 参 数 构造 置信 区 间 时 ， 如 果 置 信 水 平 为 95%， 则 说 明 总 体 未 知 参 数位 于 
两 个 限 值 之 间 的 概率 达到 95%. 而 显著 性 水 平反 映 了 总 体 未 知 参数 将 位 于 某 个 限 值 外 的 概 
ж. 例如 ， 显 著 性 水 平 为 5%， 则 意味 着 拒绝 域 的 概率 为 0. 05. 

假设 检验 和 区 间 估 计 的 关系 如 下 . 

Z š 8 X-N(u, о?), „Жо? Hkt, R(X, X, e, X.) ÆR ŽA X 66 — £ 
样本 ,给 定 置信 水 平 为 1-aq， 显 著 性 水 平 为 a， 则 凡 4 的 双 侧 1-a 置信 区 间 为 


= S = 5 
|-и аан), X+t a (n-1 A А 


也 可 表达 成 为 14001-1). 


Vn (X-n) 
S 








考虑 如 下 关于 均值 凡 的 双 侧 检验 问题 

Ну: 人 =Hoi Hi: ищ. 
可 知 相应 的 拒绝 域 为 4/00) 
v=] Уп (Х-ш) 


$ 
对 比 置 信 区 间 和 假设 检验 的 拒绝 
域 ， 我 们 可 以 发 现在 单 正 态 总 体 中 ， 假 
Жо? 未 知 的 情况 下 , uN l-a 置信 








=ti-a2(n71 ) | . 








区 间 即 为 K 的 双 侧 检验 问题 的 接受 域 ， 0-5 (0-1) 0 9 (8-1) е (Х-и) 
如 图 8.5 所 示 . 1(n-1) 分 布 变量 S 
ИЖ ози ЖАТК ~oo] BUEN. i 
Р етем 拒绝 域 | ”接受 域 | “拒绝 域 
Een, +e |, | 图 8.5” 双 侧 置信 区 间 与 双 侧 检 验 拒绝 域 的 关系 
n 


也 可 表达 成 为 
考虑 如 下 关于 均值 凡 的 单 侧 ( 左 侧 ) 检 验 问题 : 
Ну: шешу, : p>po, 


Stala]. 


Jn (X-u) 
S 


可 知 相应 的 拒绝 域 为 
= [n О) 
S 
шво ФА) 1-a 置信 下 限 区 间 即 为 几 65 36- 40) A ) 29 39 JF] Ай 69) 2888 3. 类 似 可 得 其 他 所 
有 情况 时 的 结论 . 


:270。 


>й-„(—1) É 


测试 题 八 


1. 设 总 体 X~ N(u, о?), (Xi X, ++, X ) 是 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 ,对 于 检验 
Ho: ш=щу&Ну: AU， 其 中 mo 是 已 知 常数 . 

(1) 当 已 知 时 ， 写 出 拒绝 域 W; (2) 当 o? 未 知 时 ， 写 出 拒绝 域 到 

2. 设 某 次 概率 统计 的 期 未 考试 学 生 的 成 绩 服从 分 布 Nu, o2), ， 从 中 随机 抽取 36 位 
考生 的 成 绩 ， 算 出 x=66.5( 分 ) ，*=15( 分 ) ， 问 在 显著 水 平 =0. 05 下 可 否认 为 考生 的 平 
均 成 绩 久 =70? 

з. 某 化 工厂 为 了 提高 化 工 产 品 的 得 率 ， 提 出 甲乙 两 种 方案 ,为 比较 它们 的 好 坏 ， 分 
别 用 两 种 方案 各 进行 了 10 次 试验 ,得 到 如 下 数据 : 


甲 方案 得 率 /% | 68.1 | 624 | 643 | 647 | 68.4 | 66.0 | 65.5 | 66.7 | 67.3 
乙方 案 得 率 /% | 691 | 7.0 | 69.1 | 70.0 | 69.1 | 691 | 67.3 | 70.2 | 72.1 

假设 得 率 服 从 正 态 分 布 ， 问 : 方案 乙 是 否 比 甲 有 显著 提高 (显著 水 平 w=0.01)? 
4. 设 样本 (容量 为 1 ) 取 自 具 有 概率 密度 f(x) 的 总 体 , 今 有 关于 总 体 的 假设 : 


1, 0=%<1, 25, 0<х<1, 
ны: од |0 其 他 ， 7 m: од (0 其 他 . 


检验 的 拒绝 域 为 W= |X> 了 | ， 试 求 该 检验 的 第 一 类 错误 概率 P| 及 第 二 类 错误 概率 Pi 


5. CX, X,, 5, X EBR H IK X-B(1, p) 的 一 个 样本 , p 未 知 ， 对 于 检验 H: 
р>ру©Н\: p<po，(1) 取 显著 性 水 平 a, 写 出 拒绝 域 W，(2) 对 于 给 定 一 组 样本 观测 值 
(x1，%2，…，%) ， 若 在 水 平 w=0. 05 下 不 能 拒绝 Hy, TEKE a=0.01 下 能 否 拒绝 Н? 
请 说 明理 由 . 
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Уле Цаа 


аа а шшш. A ш 


ай Жена O лын | 


т + Теш. з f 1k 0 1 мў u КТГ А 
У оС шмш нА 

: ФАШ Maci bi zÊ wa АА йн к na! 

A Se са а Ca f hana apun s E a qasa 9's 

ФМЗ AC ATAS ta T 20 Q= Masa wh 了 了 人 ,wife “4% Лу Pa WAS 

канш Er ’ | ИШ 
R ARASI Жү? “pb уя ызыл Ий Y ла» 
Pe ARES Ss е оа рои MwA и леуге 





r= U 一 一 一 一 一 一 — ~ —— — 
Ew ды | "ле, з, O I 0ч “AA 1.93 = 
228 1! тк ү кр гов k TRE, 0 и 
такык. та ылыа p. dua h. Sia ah 
LW. z s, 


2110 л=ө y x МН ЕА МЕ P|. Ya q skua Uu 
а н ABO Ar ИТТ n И 1 ns 


least „5 ka 01 
- l. = Lh wk ++ зау ai 


«жые: sa M £ у} е I й; Е 
азата ma, Vw I ГЕТА Ta s q A Baz д 
t) 
"i 
+ у?) ЁС ! їй ыё + „ГУ й. Ч Ц Т, | ХА } ) M 4 
| U 9-е Ази . ФАШ А S asa tap К V k ew l ii 


Никак, 






Иели ЕУ í ы ёф" 


附录 1 常用 分 布 的 分 布 及 数字 特征 


分 布 律 或 密度 函数 





Р(Х=Ь)=р* (1-p)'™*, 0<р<1, k=0, 1 


P(X= 有 = (天 CD， 
O<p<1, k=0, 1, =, п 





k 




















离 P(X=k)= пМ(М-М)(М-п) 
N2(N-1) 
散 k=max(0, n+M-N), =+, min(n, M) 
k 
P(X=A)= 2-е, 
型 š 


À>0, k=0, 1, 2, =, n, 












几何 分 布 
Ce(P) 


P(X=k)=p (1-p)*!, 
O<p<1, k=1, 2, =, n, = 












负 二 项 分 布 


Р(х=Ю= (1) а-н, 
NB(r, р) 


0<р<1, k=r, г+1, =, г+п, 















x>0, 








A>0 з 
连 其 他 ， A 
续 ‚ =—®©<х<+© JeR, o>0 
型 














贝塔 分 布 Таш) x! (1-x)®!, 0<х<1, a>0, b>0 
Be(a, b) 


К) Fa) Tres) 


(а+Ь)?(а+Ь+1) 
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附录 2 ”二 维 离散 型 随机 变量 和 连续 型 
随机 变量 相关 定义 的 对 照 


(1) З Е(х, у)= Р(Х<х, Y<y) 


аў sy 
连续 型 F(x, у)= | 可” flu, v) dudv. 
(2) 分 布 律 或 密度 函数 

离散 型 P(X=x,, Ү=у,)=ру: 

Q 非 负 性 р„>®0,, ]=1,2,—; 

@ 规 范 性 У Ур = 

ЖЯ у(х, у): 

Ф 非 负 性 у(х, у) 20, -=<х, у<+о ; 
@ 规范 性 LT Na; y)dksdy=1, 


(3) 边缘 分 布 函数 Fy(x)= Е(х, +e) 


离散 型 Fx(x)= У Ур. 


i nejel 
ЖЕНЫ Р(х) = i ла, y)dy) du. 


(4) 边缘 分 布 律 或 边缘 密度 函数 
离散 型 p,. =P(X=x;)= > py- 


连续 型 л) Í” Дх, y)dy 

(5) 相互 独立 性 : 对 任意 x, ye R, WA F(x, у)= Fx(x)Fy(y) 

高 散 型 ”对 任意 的 i， j=1，2，.…， 都 有 p=pi.p. 

连续 型 在 f(x, у), fx(x) 及 fy(y) 的 一 切 公共 连续 点 上 都 有 f(x, у)=/у(х) 
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附录 2 ”二 维 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 相关 定义 的 对 照 


(6) 条 件 分 布 函数 Friy(x|y)= P(X<x|Y=y) 
2; Pij 


i; x;Sx 





离散 型 Fy|y(x|y;)= i 
j 
f Sa, y)du 


连续 型 Fy|y(x|y)= 一 mas. 一 oo <x<+oo . 


(7) 条 件 分 布 律 或 条 件 密度 也 数 


Pij 
离散 型 Р(Х=а |Ү=у;)= ", i=1, 2, +=. puj 
С 


taa у, (N| 552% а асо, ДИН, (у)>0, 
fr(7) 
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附录 3 标准 正 态 分 布 浮 数值 表 





| 0.00 | 001 | 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0. 08 0.09 


— 
0.0 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359 





























0.1 0.5438 | 0.5478 | 0. 5517 | 0. 5557 | 0. 5596 ] 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 0. 5753 
„ыы а-ал ША. 

0.2 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | о. 6064 | 0.6103 0.6141 

0.3 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0. 6443 | 0. 6480 0. 6517 








0.4 0. 6554 | 0). 6591 0. 6628 | 0. 6664 | 0. 6700 | 0. 6736 | 0. 6772 | 0. 6808 | 0. 6844 0. 6879 
0.6915 | 0. 6950 | 0. 6985 | 0. 7019 | 0. 7054 | 0. 7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 0. 7224 


0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0. 7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0. 7549 
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 0. 7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0. 7852 


0.8 0. 7881 | 0. 7910 | 0. 7939 | 0. 7967 | 0. 7995 | 0. 8023 | 0. 8051 | 0. 8078 | 0.8106 | 0.8133 
0. 8159 


0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 0. 8389 
0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 0. 8621 





































































































































1.0 

1.1 0.8665 | 0. 8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830 
1.2. ; 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0. са 0. 8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0. 8997 | 0.9015 
1.3 0. 9082 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177 
1.4 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319 
1.5 0,9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9409 | 0.9441 
16 | 09452 [0.9463 | 0. 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545 
1.7 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633 
1.8 KE 0. 9649 0.9664_| 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706 
1.9 0.9719 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767 
2.0 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817 
?Л 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857 
2.2 0.9871 | 0.9875 0.9881 | 0. 9884 | 0.9887 | 0.9890 
2.3 0. 9901 | 0. 9904 0. 9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916 
2.4 0. 9925 | 0. 9927 | 0. 9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0. 9936 
2.5 `0. 9943 |0. 9945 0.9946 | 0. 9948 | 0. 9949 | 0.9951 | 0.9952 
2.6 0.9956 | 0. 9957 | 0. 9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964 
2.7 0.9966 | 0. 9967 0. 9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974 
2.8 0.9975 | 0.9976 0.9978 | 0.9979 | 0. 9979 | 0.9980 | 0. 9981 
2.9 0.9982 | 0. 9982 








Ç 0. 9984 | 0.9985 7 9986 | 0. 9986 
3.0 0.9990 
3.1 Го о | о өт 0.91 | 09991 _ | 0.9992 | 0.9992 | ° = | 0.9992 | 0. 9992 | 0. 9993 
3.2 0. 9993 0. 9995 | 0. 9995 | 0. 9995 
3.3 3 = A = | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997 
3.4 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998 
3.5 0. 9998 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 
3.6 0.9999 | 0. 9999 0.9999 | 0. 9999 
3.7 0.9999 | 0. 9999 | 0.9999 ° z 0.9999 | 0. 9999 
3.8 0. 9999 | 0. 9999 | 0.9999 | 0. 9999 
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附录 4 标准 正 态 分 布 分 位 数 表 
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Карт 
п 


WRS 卡 方 分 位 数 表 


0. 025 


0-0007 


0. 0010 


0.05 
0. 0039 


Pin) (m) ye 


0.10 | 0.25 






Ax) 


а 








0. 0158 | 0. 1015 





0. 4549 


3.8415 | 5. 0239 


Г: 





0. 0506 





0. 0100 | 0. 0201 
0.0717 | 0. 1148 


0.2158 


0. 1026 
0.3518 





0. 2107 | 0. 5754 









0. 5844 


|7. 8147 | 9. 3484 |11. 3449 


12 


6. 6349 | 7. 8794 
5.9915 | 7. 3778 | 9. 2103 | 10. 5966 


‚8382 





0. 4844 


0.7107 


1. 0636 





0.4117 | 0. 5543 | 0. 8312 


1. 1455 


1. 6103 4. 3515 





0. 6757 | 0. 8721 | 1. 2373 





0. 9893 | 1. 2390 | 1. 6899 


1. 6354 


2. 1673 | 


2. 2041 5. 3481 









9. 4877 |11. 1433113. 2767 
11. 0705 |12. 8325 |15. 0863 
12. 5916|14. 4494 |16. 8119 









6. 6257 
7. 8408 


9. 2364 
10. 6446 











2. 8331 6. 3458 





1. 3444 | 1. 6465 
1. 7349 | 2. 0879 


2, 1797 
2. 7004 





2. 7326 
3. 3251 





3. 4895 | 5. 


0706 


7. 3441 


9. 0371 
10. 2189 


12.0170 
13. 3616 


14-067! 








4. 1682 | 5. 


8988 


8. 3428 


14. 
16. 
18. 5476 


20 
21 


8603 
7496 


.2777 
‚9550 





11. 3888 


15. 5073|17. 5345|20. 0902 
14. 6837 |16. 9190|19. 0228|21. 6660 





3. 9403 


4. 8652 | 6. 


7372 


9. 3418 





= |5 | e о әл| + | юре 


2. 1559 | 2. 5582 |3. 2470 | 
2. 6032 | 3. 0535 | 3. 8157 | 4. 5748 


5.5778 |7. 


5841 


12. 5489 15. 9872 
10. 3410 13. 7007 |17. 2750 


18. 3070120. 4832 |23. 2093 
19. 6751|21. 9200124. 7250 












3. 0738 | 3. 5706 | 4. 4038 


| 5. 2260 


6. 3038 | 8. 4384 


11. 3403 





3. 5650 | 4. 1069 | 5. 0088 








5. 8919 


12. 3398 


7.0415 |9. 2991 








4. 0747 | 4. 6604 | 5. 6287 


6. 5706 


7.7895 |10. 1653 


13. 3393 


23 
25 
26 


. 5894 
. 1882 
. 7568 





14. 8454 
15. 9839 
17. 1169 


18. 5493 
19.8119 
21. 0641 





21.0261 |23. 3367 |26. 2170 
22. 3620 |24. 7356 27. 6882 


23. 6848 |26. 1189 29. 1412 











18. 2451 |22. 3071 |24. 9958 |27. 4884 |30. 5779 








4. 6009 | 5. 2293 | 6. 2621 | 7. 2609 | 8. 5468 |11. 0365 |14. 3389 
5. 1422 | 5. 8122 | 6.9077 |7. 9616 |9. 3122 |11. 9122 |15. 3385 


5. 6972 | 6. 4078 | 7. 5642 





8. 6718 


10. 0852 12. 7919 |16. 3382 


29 
31 
32 


28. 


2995 
. 8195 
.3193 
. 8013 





19. 3689 |23. 5418 |26. 2962 |28. 8454|31. 9999 








34 
35 


.2672 
‚7185 





6. 2648 | 7. 0149 | 8. 2307 








9. 3905 


10. 8649 |13. 6753 17. 3379 


20. 4887|24. 7690 |27. 5871 |30. 1910|33. 4087 
28. 8693 |31. 5264|34. 8053 





6. 8440 | 7. 6327 | 8. 9065 





10. 1170 


11. 6509 |14. 5620118. 3377 








21. 6049 |25. 9894 
22.7178 |27. 2036130. 1435 |32. 8523 |36. 1909 





8. 0337 


7. 4338 | 8. 2604 | 9. 5908 |10. 8508 |12. 442615. 4518 |19. 3374 


37 
38 


‚ 1565 
. 5823 





23. 8277 |28. 412031. 410434. 1696137. 5662 
24. 9348 |29. 6151 |32. 6706|35. 4789 38. 9322 








8. 6427 
9. 2604 |10. 1957 11. 6886 





13. 0905 


8. 8972 |10. 2829 11. 5913 |13. 239616. 3444 20. 3372 
9. 5425 |10. 9823 |12. 3380|14. 0415 |17. 239621. 3370 


14. 8480|18. 1373 |22. 3369 





41 
42 


39. 


9968 
.4011 
„7957 





26. 0393 36. 7807 40. 2894 
38. 0756 41. 6384 





9. 8862 |10. 8564| 12.4012 


13. 8484 


15. 6587|19. 0373 |23. 3367 


30. 8133 |33. 9244 
33. 1962 |36. 4150|39. 3641 |42. 9798 





10. 5197 |11. 5240|13. 1197 
11. 1602 |12. 1981 |13. 8439 
11. 8076 





14. 6114 
15. 3792 


16. 151418. 113921. 7494|26. 3363 |31. 5284 


16. 4734|19. 9393 |24. 3366 
17. 2919 |20. 8434 |25. 3365 








27. 1413 |32. 0069 |35. 1725 

28. 2412 
34. 3816 |37. 6525 140. 6465 |44. 3141 
35. 5632 |38. 8851 41. 9232 145. 6417 








29. 3389 
36. 7412 |40. 1133 |43. 1945 |46. 9629 











13. 7867 |14. 9535 |16. 7908 





12. 8785 |14. 5734 
12. 4613 |13. 5647 |15. 3079 


16. 9279 |18. 9392 |22. 6572 |27. 3362 |32. 6205 


13. 1211114. 2565 |16. 0471 |17. 7084119. 7677 |23. 5666128. 3361 |33. 7109 


18. 4927 









30. 4346 
37.9159 |41. 3371 |44. 4608 |48. 2782 
45. 7223 |49. 5879 





20. 5992 |24. 4776 29. 3360 





14. 4578 |15. 6555 |17. 5387 








19. 2806 
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0 t(n) х 
0.95 0. 975 0. 99 0. 995 
1 6.3138 12. 7062 31. 8205 63. 6567 
2 2.9200 4. 3027 6.9646 9. 9248 
3 2. 3534 3. 1824 4. 5407 5. 8409 
4 2. 1318 2. 7764 3. 7469 4. 6041 
5 2.0150 2. 5706 3.3649 4. 0321 
6 1. 9432 2. 4469 3. 1427 3. 7074 
7 1. 8946 2. 3646 2. 9980 3. 4995 
8 0. 7064 1. 3968 1. 8595 2. 3060 2. 8965 3. 3554 
9 0. 7027 1. 3830 1. 8331 2.2622 2. 8214 3. 2498 
10 0. 6998 1.3722 1.8125 2. 2281 2. 7638 3. 1693 
11 0. 6974 1.3634 1. 7959 2.2010 2.7181 
12 0. 6955 1. 3562 1.7823 2. 2.6810 
13 0. 6938 1. 3502 1.7709 A 2. 6503 
14 1. 3450 1. 7613 2. 1448 2. 6245 2.9768 
15 0. 6912 1. 3406 1. 7531 2. 1314 2. 6025 2. 9467 
16 0. 6901 1. 3368 2. 1199 2. 5835 __ 2. 9208 
17 0. 6892 1. 3334 1. 7396 2. 1098 2. 5669 2. 8982 
18 0. 6884 1. 3304 1. 7341 2. 1009 2. 5524 2. 8784 
19 0. 6876 1. 3277 1. 7291 2. 0930 2. 5395 2. 8609 
20 2. 2. 5280 2. 8453 
21 2. 5176 2.8314 
22 2. 5083 2.8188 
23 2. 4999 2. 8073 
24 2. 4922 2. 7969 
25 2. 4851 2, 7874 
26 2. 4786 2. 7787 
28 2. 4671 2. 7633 
29 2. 7564 
30 2. 7500 
31 з | 27440 
3 47 | 2 7385 
33 2. 4448 2.7333 
34 2. 4411 2. 7284 
35 2. 4377 2. 7238 
36 | 2. 4345 2. 7195 
37 2. 4314 2. 7154 
38 2. 4286 2.7116 
39 2. 4258 2. 7079 
40 „| і 24535 2. 7045 
41 2. 4208 2.7012 
42 2. 4185 2. 6981 
43 2. 4163 2. 6951 
44 2.4141 2.6923 
45 2. 4121 2. 6896 








· 219 > 














































































(х) 
































Т7 LEM 


tive 1] Seze т [сє твоє т [сосе “т [єє ^1 [єє 1| 86ЕЕ т [veve т [оре | 8ISE `1 |99se 71 | te9e ^1 [189Е 71 (050 1 sis nima e py ну ше 868E [| + 
Suce | cee тоте 1| Ipee т [99КЕ т [вве 1| pere 1 |9spe т [сбуЕ т тесе т висе т [ссе т | сг "1 [ег "1 | коВЕ т [овве 1 [вове т [шде | 161v | Tey | 1буу "1 159 1 [ЕЛУ |8061) ez 
Lee 1| 19ee т [еве "1 [oove т [ТЕРЕ ^1 [gsve тавре [оссе t |ssse 1 |eose "1 | өкө "1 [єнє | сеге твит | 198e "1| Le6e ГТ [бу "1 [901+ 1 [у 1 |Р 1 [оуу коЛ |» t| 19681] Z 
pive 1 ЕРЕ | севе 1 [give 1 [сосе ^1 вове | 155 1 [685 "1 [сд т [19е 71| eoe 71 [вул t| toge | 6S8E "1 | 56е ^1 |000» 71 [980 `1 [9819 ^1 | zoep т [ЗЕР т |65 "1 | 609 ^1 [08У TIL66e (| 17 
ҮбРЕ Т EISE 1 vese "1 [osse "1 [oase т | 909Е ^1 [ҮЕ9Е т | 699Е "1 | 669E т [өсиет шш | сове т [їзє ^1 [ов 71| севе | 690 ^1 ест» i [eser т [99у 1] 00су Tzsop 1 |go8b 1 | озу 1 (6071) oz 
zase 1| 109E т | zoe 1 [ep9e l| 999€ т | zeoe т есше текие т | свит |618Е ^1 [ esse ^1 | 506E "1 [єв ^1 [ воо» `1 [оу гет т [зї ^1 [трт ое ЛТ |8961 | т | оу "1 |5269 1 |18091) 61 
089Е 1 B69 1 [eke 1 6ELE ^1 [TOLE "Т | LBLE ^1 РЕВЕ ^1 | cp86 Т E Ea OS6E ^1 [#66 `1 | ZrO Т L60y 1 [6s1p l [ocev "т пе Т 90? ` ОЕ адлара: ВЕ6Р 1/8867 TogIy 1] 81 
Є16Е "1 | 0ЕбЕ `1 | 66Е `1 | 896 ` ЕДС) 89121 Соо шет өн r sert ue ga 161571160671 91 
Tsor ^1 690p "1 [180 11901 71 ст» т lost t| perp t| rozp ^1 [0с т | көт ^1 |662У 711 |161 пега пут (ocs -| зєв» | 10051 20610026 1 (тает si 
ПЕСЕН тасв ^1 | S0gy 工 | 6zey I SSey "Т [ЕВЕР Т |1 ^1 | бууу ^1 | Lb 1 |069 `1 | 6/59 `1 |pe9p Т 1» оштї bs8b Т cacaraca СТОПЕ 
ПСИТЕСТ 1є6ў "I (110571 [501971 (#125 реА 00591 €l 
ТӘР "|29 71 | Evob "1 |659 7 аспен ше 8917 1 966 1 ке 16151 [шет сик ан а e'I] Zl 
6LIS TI| 161S 71/50 IT|61zST| SEzS ' 全 全 корот $9Е$ "1 |96 71 erse’ DC esa 0С lae fiors 01 
095$ °1| 1/5571 | pgss `1 19571 [9295 ^1 | evos ^1 [zoos t |28951 [50151 | ezes] 06$ `1 | 196$ `1 |2091 |1609 71 [001971 |29 71 |51691 |9609 71 |12151) 6 
£09 "1 | ES09 `T | p909 "1 109 `1 [8809 71/1019" а 26197110519 71| 1019109 |26191 хатні 05691 ижер СЕН ЕТА 8 
orst 1 [9521 | essei tost [80527 а 19911 911 [8001 нтте изу ^1] zz9LT|ytz9'T| 9 
2088 71 (9088 71/0188 71| 5188 1 сова т | 1e88 T| Le88 ^1 | ЕҮВВ 1 савт |6588 "1 |2988 71 2288 71 [1888 `1 |6688 1 [116871 [єс68 71| сєвв | Sb68 1 [2568 т 2268 1 |є088 1180581152601) $ 
Lz80 с |2280 с | 8280 с |8080 7 | 8с80 с 6c80 2 |680 `© 6с80 2 [6280 [680280802 |17802 9280 t| erso z|ozso с 718072 [080 с 061072 19910 |0102 | туо z |1907 |00007 #1081) + 
өсөр | 1099 219196 Z| 6095 zzoop z кесе с | 58р с| 915° | 95} с ссор z| Les с [осер с 005 сер z] Lorp Готе z| voer [соєю с втор z| soor |1067 8612 zoezo) Е 
ӨЕРЕ [ТЕРЕ |80ЕР`Е | Lavp €| өс» E| Lezy "є | 80е e| oL1 | бету e |860 `Е 90р "Є | 66e E| pese є osse `Е |0ШЕ e| 1992 e| ose 'e|zsee e| тоте є | өшсе izer є уеб є 0000 | рис] z 
52976 851976 5509 6| 6565 "661857612956 |6155 6| Les 6| ests -6|y66y 6|589y 6 | 86E `6 90р `6 [1/9Е `6 [1026 6| 19276 ezet ‘6| 1201 ‘6| 868 |8618 `8 |6085 3 |6661 3 |0005 `z pez ‘s| 1 
рр e ea 
SL'0=n 
x (иш) у 0 
n=( (и. “шуэ (и. ш) )4 


* 220 · 


附录 7 FF 分布 分 位 数 表 





6104 71| 18021 16р "т | ссср "т | сое. `1 | 886/71 | ESPLI | L8SL'T|EOLL'T | TESLI 06071 | 9Е18 1 1 61Е8 | 08S8 | SLL8 71 | £906°T | LOP6 71 |98671 | 18Е0 7С |0Є0Т Z| 6v6l "| РЕСЕ С EBES С 1006 T| te 














651171 区 到 882/1 091° tlocrt лети п [вост ecce teeri roet 71| 101871 | L978 I (обоз ^1 | 6598 т £068 1 re ш" 6b66 `I | ZLO jeri z] 1зєє zl бус z| preo z) ez 
шист овет сти т 06821 15/92 71 арр а ТЕЗ ТИЗ [|s6ss т | 1088 1| gp06 1 | L286 "1 |8996 тоо т) 090 7 |6121 7 61952198621 zz 
Op8L 71166171 вне 2 |9917 | te 





I8pL ТУСА CT 2094.71 | 8L9L T 1962 


t994 1ши л [26и 1 T98L `T | ВЕ6А T | СС08 `T | ELITIST 
8 


є81`1 авл 1 | L66L 71 | 9908 т THIS IT|tecs I 











687 °С 


reog `1 | 91871 zits ^1 loss t| 051871 [9s68 1 | 46 161 1 [ове т |61861 |е 2021150021091 
жуса "1 | соев t letrsi 18858717 срив *t | pces i sasije 956° 1 | 6r96 "| S866 "1 1660711607 12881" 
115961 |986" тшо |0880 7 бо 

















992 `T | OLGE © 


<8/8`1 111671 |1671 


688 © za 0с 
9809 °С |66861 61 


РТР Т | 7СС8 1298 71 











T 
(4 
с 
T 



































018° nea T| Y6T8 `1 | 89Е8 `T (боз 1 [в 1 8Є98`1|/}/8`1|8988`1|#006`1|8516°1|Є©6`1|5Є$6`110/46`1|19#00`©|6/©0`©|$8/0°© 8861 С |8582 с 6£29 С |0100 £| 81 
ЕЕ 298 1 К `1|6888`1| 4668 7114116 `I | с6с6 1 “T| LLSG T 12046 `I | 6000 с | #820 °С | Е190 4101 с ESIZ ¿| LLOC Ç |999 | с9с0 t| LI 
9598 "I тив | €168 T + У “1| 18761 |666 `I | TES6 `I | с896 1 | #586 1 | 1800 °С | 1870 °С | ESSO Z 0880 7 BEHT "С | СЕЕ С 819Р С І8РО | 91 
0668 ` ЕР I р š Ë “L| LOSG `T | S096 °T | TTL6 T | ES86`T | 1000°7 | 1L10 T| 9907| E6607 |7980 7 СЕГЕ 0Є/@`С|%19Е тава z |1569 |ы, SI 


























1156 `I | ТЕР6 I |0696 `I | $686 71 | 6296 1 |1046 71 8186 °1 |1866 °T |600 "с | PTOZ | OLEO 7 | LESO`Z | 6210 ZIPS60 77| OTTI с | OEST T| TEGI T| ITH T| 690 °С | 1Р6 CCS z |5901 7)0001 Є] tl 

1286 1 | 1886 1 | 666 71 | 1000 `Z | 0400 7с | SHTO T | LITOT | 81Е0 °С |6190 Z | TESO `T |8690 Z 2080 7 |9960 7 SSII Z 941 TIBET ESGI T| 1С T LIVE 7С | LEEH 7 | Е095 T|TEIL °С | С9ЄТ Е] El 
= à 

09Е0 7 | TIYO "С | 6970 `T | OESO "с |4680 7с |0190 °C | OSLO `T | 6€80 °C а с ELEL CI ETET т|нп "T| 0991 с | 8081 с $107 | 9с ‘с |8080 7с | 0ТЕЕ "С | OPGE Z| 108p с | 5509 T |8908 с 59116 TI 








0001 “с | 1601 "с |9011 "с | S911 "с | OETI "с | СОЄТ T | ОЕТ "С | LIVI "с | EIST T| 1491 7С 61 T| 061 Z 


| 一 -一 | 一 -一 一 


PSLI T| EEST T| LEBI T| prO T| LOOT T| LLOT'T | ESITT | LETT T| OEET T| SEPT T| ESETT | LBI T 
96£E zorse "0 |0Р9Е Т 





1802 `T | 69TT `T | С8РС C| SELT “z |оює с IIVE С | 168Е °С | СІР ‘С | С9ЕС Ico °С |6658 |50 el 11 





spe6 т |0582) 01 
с000 | #09 | 6 


1#86`©2|810©°©]900®`@|Є/#©@]211#°0©|0?1#`@©]909#°@191@$`06|Є©09°© 








68LE Z| Т96Е "с | 91 "С | £Oph Z| Р69Р "С | ESOS с | 6055 "с |9019 `T | LT69 с 
2195 © eese 7 | 179 с 


LheL C |9151 C | 6p8L °С 





89LT °©@|9180`0©|1986°©|0062`°©|Є860°©|050®°@|6016°©@|60@6°0©|660Е Ç 














OTOS Z |9815 с €899 7 "T | t908 с 





ТОР 7с |9807 T | SEIH "с |8819 O |9rer e ОТЕР с | ОЗЕР T| 85Р T| SS С 












S096 `T | 1Р0 E | PLST Е 
8081 `£ |8886 Е | ЕЄОР Е 
TOTS є 
СІ0Т Ӯ | 6061 Р | РСЕ Р 


ESLS Z| 96/6 "С | СРС T | 2685 “T |1965 “T |8009 °С tL09 Z |8Р19 С Е 297 1899 `T | 6Е89 °С | STOL Ç #8 











106 `© |$616`©|69#Е6`©|11$6`©|0Є86`©|$#10`© OPSO £ 
PLOT Є | EITE E| EGEE E| 6498 


"E | LSE6 £| 6pS6 `E | 06L6 £ 


ESIB 'T|ETT8 T |9978 T| TIES T |E9E8 T | 61H87 | 18H8'T|OSS8'T|9 = g 


SO61 "Е | THOT "Е |6061 E| ITOT E | LIOTE | LEIT 'E|TLIT E| РЕСС el Е0ЕС e 


一 一 


人 bp8 £| S8y8 £| IESS Ыы ы `£ |698 Е 














T897 `E | 9187'E "E| SHOP £ S619 Є | LLLE 








OI£8 `Є| 6558 E| ILES E | SOPS E£ SS68 `£ | L906 `£ L600 t 





和 = 


0281 ` 17 16с61 S | #961 ç 
S | 868 1 








OSTIT 5 | PUTTS | POET "< |009 `S | LIST S| T997 ‘S | LPBT 6 OTHE `S | 806E `$ | РС9Р `$ 


#941 S| 180176 | TOBI "< | СС81 "6 |681 ç 























ESTE `6 РЕРС '6 | 8191 `6 | 0000 '6 | EITS 8 


180% `6 | 900y `6 | 916E '6 | $08© `6 | 899€ 6 | 16pE `6 
8Sjpp07 `8510Р© `2 0ЕЕ8 ‘SSICE6S “ESIO00S 6698 "6E 


96t 6| ЗАРР `6 | 89Р `6 | ШЕР `6 | Elt 76 | ЗЕР 76 | ВСЕР `6 | STEF “6 |687 6 


0200 `©90$#6 `19 6288 `190$18 `19]Е0РА `1916259 ` 19 66+Е `19(0сс 19/2220 ` 198206 '091с<04 “09/22 `090$61 `099/$8 `6$\06Еў `6$10906 ` 


te ET 4 


























91 1 01 6 8 











ш La. 











“221 
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部 分 习题 参考 答案 


第 一 = 


习题 1-1 


J: 


(1) WEH: Т, К; F 

N= \ТТТ ТТЕ ТЕТ ЕТТ ТЕЕ ЕТЕ РЕТ EFF), А= \ТТТ ТТЕ ТЕТ FTT} 
(2у-0- (1, 2, 3, зе], 4={1, 2, s= 8}; 
(3) О= (1: 120|, А= (1: 72=:<108|. 


ГЕ т) 1, Ls 30. (О, 4). (1, Sherlis 8), 


(2,2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (3, 1), 
(35 3). 035 4) (3, 5), (3, 6), (4, Ту, (4, 2), 
(4,-4), (4, 5) (4, 6), (5, 1), (5, 2), (5, 3), 


9 


(2, 


(3, 
(4, 
(5, 


1), 
2), 
3), 
4), 


(65 5), (5; буу 16, 1), (6, 2); (6, 3), (6, 4), "16; Sy, (6, 6); 


(2) А= (01, Т), (2, 2), (3,3), (4, 4), (S, 5), (6, 6)1, 
= 142,16), 03. 5). A Aa (5, 3), (6,231. 


. (1) 0={(х, у): -1<х<1, а2+у2<1}; 


(2) A=|(x, у): -0. 5<х<0.5, х?+у2<0. 25|, 
В= | (х, у): 0. 3< |х |<0.5, 0. 09<х2+у2<0. 25}. 


. (1) AUB=Q; (2) АВ= 201; (3) 4C=“ 取 得 球 的 号 码 是 小 于 5 的 偶数 ”; 


(4) 4C=“ 取 得 球 的 号 码 是 奇数 或 是 大 于 5 的 偶数 ”; 
(5) 4NC=“ 取 得 球 的 号 码 是 大 于 等 于 5 的 奇数 ”; 
(6) BUC=“ 取 得 球 的 号 码 是 大 于 5 的 偶数 ”; 

(7) 4-C=“ 取 得 球 的 号 码 是 大 于 5 的 偶数 ”. 


. (1) AUB=|x: 1<x<6]|; (2) АВ= |х: 5<х<6}; (3) АВ= |х: 1<х<2| 


(4) AUB= |x: 0<x=5| U |x; 6<x<10}. 


. (1) A, UA; (2) 4i4243; (3) 414343; (4) ААА; 


(5) ААА, UA A,A; UA, А,А3. 


7. (1) 4=“ 三 门 课程 的 考核 成 绩 不 都 是 优秀 ”; 
(2) B=“ 三 门 课程 的 考核 成 绩 都 不 是 优秀 ”. 
8. Е 
习题 1-2 
1. (1) 0.6, 0.4; (2) 0.6; (3) 0.4; (4) 0, 0.2; (5) 0.4. 


. 224 - 


1) 02452027) (3) 0.3. 
ALY 024; (2): 0.1. 


9 
Ір 0:552) 0. 625;>(3) 16 


. Р(АВС)= 0. 25. 
. (1) Р(АВ)= P(A) 时 , Р(АВ)= 0.6; (2) Р(АОВ)= 1 时 , Р(АВ) = 0. 3. 
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部 分 习题 参考 答案 


7. MÉ. 
习题 1-3 


1 
L. (1); (2) T: (3) > 


25 10 20 5 
2. (1) w (2) доз (3) 293 (4) > 








2 8 14 
3. (1) z’ (2) 15° (3) 15: 
25 36 189 
4. (1) 286° (2) 143° (3) 286 
5. (1) 不 放 回 : 1. ЖИЙ: 2. (2) ЖИИ: К. 一 
š :6 "105 1 ` 1000 
6 9 352 
б. (1) zies? (2) 2548° (3) 833 
w 
N 1 N-2 
1) pA (2) Е) (3) га Е 
N-1 N-1 N-1 
2 
6 те 
9. 0.4. 
1 1 
w (1) AT 
п. 2 
4т 


12. C >: (2) 0.19; (3) 0.19. 
(T-t,)?+( T-t)? 


13 
21° 





14. (1) а (2) 0. 


习题 1-4 = 
1. Р(АВ)= 0.4, P(AB)= 0.3. 
2. Р(А-В)= 0.3, P(A|B)= 5. 


3. (1) 事件 4，B 互 不 相 容 , Р(А |В) = 0, P(A |В) = 0. 25; 
(2) 事件 4，B 有 包含 关系 ，P(4|1B)= 0.5, Р(А |В) =1. 
60.59.40 _ 236 

` 100 -99 -98 1617 

5. (1) 0.2; (2) 0.35. 

1 


6. г 





7225. 


部 分 习题 参考 答案 


12. (1) 1-0.44=0.9744; (2) 4. 

13. 2р?(1-р). 

14. в. ЖА 

15. P(AUB)=p+q-pq, P(AUB)= 1+pq-q, P(AUB)= 1-рд. 
2 

16. P(A)= Р(В)= =. 

17. Р(АОВОС)= 0. 82, Р(А | С)= 0.4, Р(С|АВ) = 0. 625. 


18. Р(АОВОС) = 0. 608, P( (A-C) ПВ) = 0. 042. 
19. (1) 1-(1-р")?; (2) (2р-р?)" 


20. Ж. 

21. Ж. 

习题 1-5 

1. (1) 0.75; (2) 0.9. 
136 

2 (Ту 0.795. (2) ЛГ, 

3. 


(1) 0.6; (2) > 

4. 0.2. 

S. (1) 0.94; (2) 0. a 
6 


o CIJO 722 "(2) Boa 


буз а ©) H- 5) i < 


a+b+c+d a+b c+d (a+b) (ctd+1) 


J 


8. (1) 0.52; (2) = 


9. п) ; (2) з. 
10. 694; 

11, >. 

12. (1) 0.5; (2) ө 
Ты p as К (2) = 


» 226 · 


部 分 习题 参考 答案 
3p- 2 2 2 
14. (1) ra (D 22 


15. (1) 0.84; (2) 了 . Si 


测试 题 一 
Le 20. б D. 


J (1) +: (2) 0.5. 


6; = 


12. (1)0.4; 24; (3)0. 7. 


13. 0.42, 0. 18. 
а 


1-b ` 


2 
15. оз 
3 


2 5 
16. (1): (2) 





第 二 = 
习题 2-1 
1. (1) аб" (2) Ta 
0, x<0, 
8 
T5’ 0=х<1, 
2 РЕА (1) Р(Х22)= 0. 2; (2) p Z<] =0.4; (3) F(x)= Е 1<х<2 
15" А > 2 ; 15? А 
s, 2<х<3, 
1, х223. 
0, х<3, 
ы Х 3 4 5 Е(х)= 0.1, 3=х<4, 
概率 | 0.1 0.3 0.6 0.4, 4<х<5, 
l, 5225. 
4. 0.4 


227. • 


部 分 习题 参考 答案 


н 
5. Ао) | д 1-2e-1，3e-2. 


0， 其 他 ， 
1 
6 (1) а=0.5, b=—; (D +; (3) Aa) fa 
0, 其 他 . 


—=1<х<1, 


| 0, X<0， 
7. (1) 4; (2) 16° (3) F(x)= 41х*, 0=<х<1, 
l, 2l. 


8 (1 1; (2) L 


A —e*, x<0, 


1-е 
> ў (2) F(x)= i 
1-—е*, x20. 


2 


© 


:CL 





1 65 
10. (1) 本; (2) sr 
习题 2-2 

















26 143 286 
n(n-1) 
2. p=0.5, P(X=2)= = 
1 
з. ==, 
3 
4. 
X 0 1 2 4 
概率 | 0. 1296 0.3456 0.3456 0.1536 0.0256 
0, х<0, 
0. 1296, 0<x<1, 
0. 4752, 1<х<2 
Е(х)= ， к=» 


© 10. 8208, 2<х<3, 
0.9744, 3<х<4, 


1, x>4. 


Юэ») ~ao 


P 


6. (1) 1-(1+2A+2A2)e A, (2) e™®. 
ы 600 k 600-k 
Z (3) У, у 0. 005* 0. 995 = 0.8157; (2) 6. 
k=0 
pss A 
k /2000-k 
i =ky=-— ——  , k=0, 1 2000 
8 Р(Х k) == » Е ЕД , 
2000 


= 228: * 


部 分 习题 参考 答案 


9. P(X=k)= 0.4 .0.6"!1, k=1, 2, 3, =; Р(Х BIB% = 0. 375. 
10. Р(Х=®у=б!0. 6120.49, Ь=12,‚ 13, = 
习题 2-3 

4 


1. = 
2. (1) 1-е>®; (2) eS, (3) ele Le, (4) Ü, (5) Д(ж]= о 4e 04, x>0, 


, 其 他 . 


7 


3, (Ú lF; (2) 17, 
1- 


1 
=ё 
1 





Jag 

6. (1) 0.9992; (2) 0.0035; (3) 0.2177; (4) 0. 0124. 

7. (1) 1.282; (2) –1. 282; (3) 1. 645. 

8. (1) 0. 8413; (2) 0. 6915; (3) 0. 1587; (4) 0.6147; (5) 0.3721; (6) 5. 58. 
9. Юй. 

10. (1) 0. 8413; (2) 0. 8376; (3) 0. 4215. 

习题 2-4 


1. (1 2 
ч) Y |= =2 =l 0 1 2) 2 0 1 2 


概率 | 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 概率 | 0.2 0.4 0.4 


(3) 








W | 0 1 2 
概率 | 0.2 0.4 0.4 
2, P(Y=0)=2e Р(т=1)= 1-28". 





0, у<0, 
2агсѕіп ， О<у<1, 
3. Fy(y)= н, 0<y<1, /(у)= ӱту1-у? 
T; у21, 0, 其 他 . 
1 
em ЧЕЙ, 
4. fy(y)= wy-1 
0, 其 他 . 
> y<1, 
5 = 
Ло) + у>1. 
3 (1-у)? 
6. =— -—®<у&+%. 
fy(7) mr 1- DT y 
3 
——, 0<у<1, 
8 
Й = 1 
7. Абэ) —, 1<у<4, 
8Jy 
0, 其 他 . 


"229、. 


部 分 习题 参考 答案 





3.21361; 
Е) 
а 1=y<2, 
8. Fy(y)= 
2 2<у<3 
DO ы. 
la. YZS: 
测试 题 二 
k a 
11 
2 x 2 3 
2 `r 
P 16 16 





4::(1) A=1, В=-1. 
(2) Р(-1<Х<1)= Е(1)-Е(-1)= 1-e 2. 
0, x<0, 
5. Е(х)= 0.36, 0=х<1, 
0.84, 1=х<2, 
L. x22. 


6. (1) 0. 1221; (2) 0. 1912. 





1 
Гы. ые] 
k (Iy Ras die 2410: (2) + 
0, 其 他 ; 
8. 0. 9544. 
9. 0. 6826. 
10. ЖЖ. 
3 
и. 0001277 +0904, 
0, 其 他 ; 
1 
(2) aaz 2° =1<2<1, 
0， 其 他 ; 
1 
(3) 7 
第 = ж 
习题 3-1 








· 230 · 





2 y 
1 
Х 
1 
0 0 = 
8 
3 
1 = Q 
8 
Š 
2 Йй 
8 
3 ñ: 5 
8 
3. а=0.4, b=0.1. 
4. (1) Y 
0 1 2 
X 
1 1 1 
0 кыл ка” 
4 3 9 
1 Lo ak 0 
6 9 
1 
2 0 0 





Р(Х=1, Z=0) 4 





(2) Р(Х=1|7=0)= 








Р(2=0) _ 9 
5. (Xi, Х,) 的 联合 概率 函数 
x 
š 0 1 
X, 
0 1-е”! 0 
1 е71-е7? e? 
1 2 25 
6. (1) в=-ез (2) Р(х+ү<4)= =; (3) Р(Х<1 |х+у<4)= =: 


7. (1) е=2, (2) Р(Х<1, У2)=е-е°. 
5 
1296 


8. (1) e=— (2) 


习题 3-2 








1 
— Ç 
з OU paje б е оу З 


0, 其 他 ; 


部 分 习题 参考 答案 


„234 


部 分 习题 参考 答案 


"hi 2, „ү. ADO) atn] 
3, f(x, y)= а L 1) > + 4 |. 








习题 3-3 


1 {1 
(0) Ё, 0 1 І, 0 1 
概率 | 0.3 0.7 概率 | 0.8 0.2 


(2) 不 相互 独立 , Р(Х =1, X,=1)=0=P(X,=1)P(X,=1)= 0. 14. 






































(2) 和 与 了 不 相互 独立 ， 因 为 P(X=0， ү=0)= 0 Р(Х=0)Р(Ү=0)= т. 


1 1 
Aia 0<х<2 —(5-у), 2<у<4, 
жое 4 х), 0<x<2， Mpe J. y) <y< 
0, 其 他 ， 0, 其 他 ; 
(2) 与 Y 不 相互 独立 ， 因 为 f(1.5， 2. 5)= T Af. SA25) к. 


*232.. 


部 分 习题 参考 答案 


7. 2 e*, x>0 Е Ti y>0, 

(1) fx(x) |. 其 他 ， fy(7) 0， ”其 他 ， 

(2) 相互 独立 ， 因 为 对 任意 x,， ye R, 都 有 f(x, у) = (х) убу). 
1 1 2 

РЕК 0<х<2, pu) ， 0<y<4， 
0,- ht, 0, 其 他 ; 

(2) X 与 了 不 相互 独立 , ДП, п) А) А) = sss 


8. ло) Jfy(y)= 








1 
gy i Ж, КӨ 
0, 其 他 ; 
1 
i 7(e -1), 0х<у<-у› 
| 2 
аан е, у= а), $a 
о, 其 他 ， ЗА ЧЫ" 


0, 其 他 ; 


(3) 已 与 了 不 相互 独立 ,所 1. 5, 0.12)=— #fx(1.5)//(0. 12)= (62-1) 1.06, 


2 G 

10. (1) Ka, »)= [2 еб 
1, Q үе 1. Q Р 
waal на MDa з 


(3) 与 Y 不 相互 独立 ， =. Trn y 


2 1 
11. ЕН 0<<2, мон -2<у<2, 





0, Hlb, 0, 其 他 ; 
2) 不 相互 独立 ， 因 为 Ë 1) =G PER 6595 
(2) 2 BAAL T |= ӨЛ 
习题 3-4 
1. (1) Х,|Х,=1 0 (2). X |X;,=0 0 1 
1 7 
& 8 
0, ` zx ,<0, 
(3) Fy, |x,( 1 10)= 5, 0<x <l, 
1 x >l 
2. (1) X|Y=1 ЕТ. (2) Y|X=1 1 
1 1 
概率 ar 概率 1 
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部 分 习题 参考 答案 


І, '1<ш<2, 


3. ал100 其 他 


0, х<1, 
(2) /2-1; (3) поето 1=х<2, 
L; х22; 
0, х< |у], 
(4) 当 |y1<2 时 ,Fx р 19) E, 1а, 
М x% 宇 2. 
e”, 2>0, 
4. олер 其 他 ， 
vi (1-е*)(1-е7?), x>0, у>0, 
@ н, =, 其 他 ; 
(3) e-e. 
5. у(х). 
Т x le*, О<у<х<+оо , 
s | ы 


7. (1) Р\Ү=т | Х=п| =С"р" (1-р)"", О=т<п, п=0, 1, 2, =+; 


-À 


(2) P|X=n, Ү=т| =С"р" (yw as, б=т=п, п=0, 1, 2, =; 
п. 


(3) ж. 
27 #1 3-5 


is (1 
st U 0 1 4 ү = = 
概率 | 0.3 05 0.2 概率 | 02 0.2 
(2) 
-2 =] 0 1 
U 
0 








0.2 0 0.1 0 
l 0 0.2 0.3 0 
4 0 0 0 0.2 
А ЕИ Z 0 1 
概率 | 2p(1-p) 2p2-2p+1 
(2) 









(1-р)? 
2 






р(1-р) 
р(1-р) 





р 
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1 
当 |y|<2 时 , fx |х |y)= 2-|у|” 


|у|<х<2, 
其 他 ; 


和 


部 分 习题 参考 答案 


3, (1) REP, 2) „ T-N LAs C0 >` 


1 1 
4. РА) ек 156-9) 一 oo <z<%. 
Wr 12 
0, 2<0, 
>, 0 大 z<1， z， 0<z<l, 
5. Е;(:)= | fz(2)= 42-2, 1<2, 
1-5 (2-2), 1=<2<2, 0, 其 他 . 


Ne ws 20; 


6 (D ло) 9 其 他 ， 


(2) 略 . 


和 эй 
7. f,(z) -le +2)?” А 


0, 其 他 . 
1 
а Жий үл 0<и<2, 
0, 其 他 . 


9. (1) P(X-Y<2)= 1-—e (2) (= 了 el ze R. 


1 
10, j= = ， 0<z<2， 
0， 其 他 . 
ЖҮР 
11. soio Ее Ж, 
0, 其 他 . 
12. 0. З ш-1) +0: 70 (ш-2). 
测试 题 三 
Ri ai 
5 
2. (1) k=6; 
ea St лон дш 


l 3 
(3) Р(Х20. 5)= =, Р( Ү<0. 5)= /2—=0. 664. 


—————ег?, 0<:<2., 
2 


3. jz(z)=11 2 
2 


| 0, 其 他 
-e™, х0 2e- 0， 
ОРЕ" 
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部 分 习题 参考 答案 








че, о _ yap; 
һо) (0 А ло? {5 е 
(2) P(X+Y<1)= (1-е! )2. 
_ 2|x-x3|, 0<|х|<1, AA š 0<|y|<1, 
5, (оло) {у x. ло) (0, = 
I з 
(2) 4 0<x<1 时 ， folo Er klati 
0, 其 他 ， 
Ж р 
当 -1<x<0 Н], ol а 
0, 其 他 ; 
(3) 不 相互 独立 . 
_[же*, #>0, _ e”, у>0, 
ш Dale 其 他 ， fO) lo. 其 他 ; 
1 
一 ， 0 
ООУ! bi 
0, 其 他 ; 
a i z 
(2) P(X<1 | Y<1)=Ż1 22 Б. | 
1-е =] 


10 
7. 1-3. [J ‚ (RR; 10 个 点 中 落 入 区 域 р, 中 的 点 的 个 数 服从 二 项 分 布 .) 





6 
8. (F(z))’. 
ау, 2<0, 
9. (1) P;(z)=1 (2) 1. 
+» (2), 220; 
e aper] 
2T с с 
2х, 0<х<1, H баа; 
11. ло) 0 в pa a T 
j ў 0, 其 他 ; 
145, Qc? 
уо) ЫНА 
0, 其 他 . 
3 
— Öga 
F <y< | 
WAGI ра 00 
y 
0, 其 他 ; 
1 
,le 
13. (1) = ape еа 
0, 其 他 . 
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部 分 习题 参考 答案 


14. EN 1 o-r)? 
T Vm 
第 四 = 
习题 4-1 
1. Е(Ху=—=0. 1, E(X2y=1l1. 7, Е(З3Х?+5)= 10. L 
2. -3.5 
3. 79. 8. 


4. Е(Х)= 2, Е(2)= 12, =) A 


5. (1) т-2; (2) 2 
6. 1750 &. 
7 
8 





. 21 个 单位 . 

. (1) 0.35, 0.95; (2) 0.35, 1.65; (3) 1.1. 
2 2 £ %@ 3 l 

‚ (1ў е (9 А 

9. (1) 5 уз Q) 55 з суз (3) 5 


17, 25 
10. 11—24а 5720 9( mm). 


习题 4-2 

14 13 26 
N (1) ч» 575 02) 62° т 
2. А?, 
3. ет! 


4. Е(Х)= 1, p(X)= 5 


5. Е(|Х|)= A D(|X|)= = 


11 
6. (1) — -5, (2) 16， 也: of 
Я Ll 
习题 4-3 

5 11 491 
1. (1) тз» 12 2 se © Jar 
2. бк 了 ; (2) т, (3) > 


J CL) Е(Х)= Е(Ү)= 2, DO)=D(Y)= тр 


(2) cov(X, Y)=- R3 тд’ р(Х, V=- 


4. (4, РҮН отита 


287 • 


部 分 习题 参考 答案 


1 1 1 1 
5. (1) 略 ; (2) = B= B= 


(3) a= B= 二 时 不 相互 独立 ， “a=, B= 二 时 相互 独立 . 
6. MÉ. 
J, =1, 10 11, 


mp(1-p) 
n 9 





8. (1) 


9. Е. 
习题 4-4 


(nz-1)mp(I-P) _тр(1-р) 1 
п , п ° j 


(2) (3) 


5. 8505. 
测试 题 四 


1 
1. шло (29 


А 
e2, y>0, 


(2) B(Yy=1l, MBs 2, tS) R(te er’. 
0, 其 他 ; 








1 0.2 0.3 
(2) X 0 1 Y 0 1 
概率 0.4 0.6 概率 | 0.5 0.5 
(3) 7 0 1 2 
cov( X, 2) = 0. 24. 
概率 0.2 0. 5 0. 3 


3. (1) 
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部 分 习题 参考 答案 


x>0, 


其 他 ， 
(2) 不 独立 ， > Heran (1)-12, 


(3) 当 x>0 ff, Ар 1901677 у>х, 


4. оло) ' 














其 他 ; 
(Жүл ЖЛ 1, 
5. =2, 2.5, 
6. 48, 0. 
7. GFOS, L; T- 
ЕТТЕ 3 kt 8-1 
А у= е 4, my = е *, –о <у,<+о ; 
ү, ‹У1 "= 1 0929 > У2 
(2) 0; 
1 1% 
(3) Ху, wi 4), =y yy Cto ; 
(4) [2Ф(1) -1]?. 
第 + = 
习题 5-1 
1 1 n n о? 从 
. гы Шы ыа у, á ; 
1 (1) > 2 А?” X? 和 2” { ) и, п’ пи, no; (3) А, „3; ^^» nÀ; 
a+b (b-a)? a+b (b-a)? тр(1-р) 
(4) этү ою үа ле (5) тр, „ > mp, mnp( 1-p). 
2. W. 
a 35 
3. (1) 1-e =0. 9991; (2) 260. 9722. 
1 
Д. = 
12 
2 Ь 2 
Toa 25 Е(Х®); (2) А, А+А?, ECXt). 
*6. W. 
习题 5-2 
1. 0. 4772. 
2. Ф(1.77)= 0. 9616. 
3. 0. 2266. 
4. (1) 最 多 10 Л; (2) Ф(1. 01) = 0. 8438. 
5. 0, 0. 6826. 
6. 2Ф(1) -1=0. 6826. 
еді е TE-n 
F (Т) TE k=0, 1, 2, =; (2) 0.5. (提示 : 左边 =limP|l _ <0|=Ф(0) .) 
H n—e Jn 
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部 分 习题 参考 答案 


测试 题 五 
1 
L. чё 
1 
2. = 
2: 5 x=0 1 
3. (1) Kx)=s 0 ° ” (Оу FV ™0, 0; (3) Ө. 
0, х<0; 
4. Е. 
5. 0. 1257, 0. 9938. 
6. 0. 9987. 
7, 11, 
8. (1) 9604; (2) 提示 : р(1-р) <—-[p+(1-p) =A 
9; б 
第 六 ® 
习题 6-1 
1. 总 体 是 所 有 观看 该 电视 类 节目 的 观众 ， 个体 是 每 一 个 观看 该 电视 类 节目 的 观众 ， 
样本 是 被 调查 的 那些 观众 . 


2. 总 体 是 该 校 所 有 学 生 ， 样 本 是 100 位 被 抽取 到 的 该 校 学生 . 
3. 总 体 是 该 品牌 所 有 高 钙 牛 奶 ， 样 本 是 随机 抽取 的 10 盒 牛 奶 . 


4. (GL BOR Sxy; zy, =. .=m =p (lp) w=l, 2, ws El, =-=, nš 


Anaea 50, i=l, 2, ent 
0, 其 他 ; 


А п 
(3) Кх, X2, `", Ani a=(>) eà. |x Њо et ln D -æ <wi<+o , ¿=1, 2, =, n. 


(ZIR ra Ray ss 53 -| 


习题 6-2 


2 
L. (DA, Š, à; (Dp, Z, оз, 
д. (CD (У, (a= 1)?) =по?, (У, (X, - 1)2) = 2по*; 
i=) í 


(2) Е[(Ў ж, em, DAE – п) 2] = 2а2о*, 
i=l i=l 
2 
Т 
4. (1) Р(38<Х<43)= 0. 9916; (2) 96. 
5. 0 ~ м(иЎ, с, Ў 2). 
i=1 i=1 
by Wl. оу Е 
n n 
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部 分 习题 参考 答案 


n n 2 


7. —— 0, —— V. 
n+l ° (n+2)(n+1)2 


0, x<0, 
8. (1) F(x)= i 


1 1 
-er-(*-9) ， к>ө. (2) E(X0a))=0+—, t T ME 
习题 6-3 
1. 18.3070, 3.9403, 2.3060, -2. 3060, 4. 35, 0. 1125. 
2. (1) 2.7326, 15. 5073; (2) 2.0150; (3) 0. 2440, 3. 3738. 


1 
< 
(1) #2) Дад. ), © 


1 /6 

4. (1) T 25 (2) з 

5. Е(Х)=п, D(X)= 2. 
/6 

6. (Ту. 了 

习题 6-4 

1. №(п) . 


2 2 
2. (1) 2 (2) T 


3. (1) N(0, 1); (2) X2(n-1); (3) t(n-1); (4) F(1, n-1). 
4. Е. 
5. (1) Х(10); (2) :(6); (3) Е(4, 6). 
6. Е. 
7. Е(1, п-1). 
测试 题 六 
A _1 
e1 20， 2 全 56， 
10 10 
2. P(Y, (Х,-ш)? > 4)=0.1‚ P( },(Х,- X)? > 2.85) = 0.75. 


1 i=l 


3. 63), с=1. 

4. 1(1). 

5. Р\Ү>с? | =P|X2>e2 | =Р\Х>с| +Р\Х<-с| = 2а. 

w 1 _ 1 1 161 

К л, з 1 „1 1@ 
Foos(1, 1) 161 


3; (3) > FZ, 3). 


Y-Y. 





7. k=0. 2816. 


2 1 
8. «| =4Х „(8)= 53. 4464, В.=-3 40.95 1. 0967, В, /As 15)= 0. 1132, 


1 15 
у= 2830515, 8)= 0.71, y= Foss(15, 8) = 6. 0345. 


пб? 


2n 
i = ——0, D(X =— II. L 
9. wj ЭРК шш (Хо) (п+1) (2n+1)? 
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部 分 习题 参考 答案 


第 + = 
习题 7-1 
1, ЗХ. 
2. (1) À 的 矩 估 计量 与 极 大 似 然 估 计量 都 是 ECON 


X 
3; MOSALE 极 大 似 然 估计 量 为 


n 





n 








> 1(Х,) 
i=l 
1-2X Š 
4. 9 的 矩 估 计量 为 一 一 ， 极 大 似 然 估计 量 为 - 一 - 1. 
е Ух) 
¿=1 
n x 
Zis i=l ; 
ш ы ” Оп 
1 
6. зү 
>, X: > 2] 


7. 0 的 矩 估计 量 为 一 一 ， 极 大 似 然 估 计量 为 一 一 


8. 0=X(1), А=Х-Хуу. 
9. 6 的 矩 估 计量 为 2X-1， 极 大 似 然 估计 量 为 XU， 


Y Ix] 
10. 0 的 抵 估 计量 为 ， 极 大 似 然 估计 量 为 E 





п 


2. (1) Æ; (2) Æ, Ж. 
3. Е. 
1 
2(п-1)' 
5. Ó, ЖП 0, 均 是 Ө 的 无 偏 估计 ， 且 均 是 0 的 有 效 估计 . 





7. а|=0, a,=—, АЙА. ы Ре 
п п 

8. Е. 

9. Юй. 

10. Hë. 
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习题 7-4 
427, 72.573). 
85.485), о>: (276. 663, 722. 126). 


L. 


е 


3. 


рр 


# 071.915, 


. ш: (39971.35, 42028. 65), о 


. ш: (5. 6466, 
1. 0303. 


10. 3534), с: (1. 2392, 5. 8387). 


> (к ° 


习题 7-5 
1. (0.0117, 5. 9883). 
2. (0. 0666, 3. 0934). 


(1) (0. 7836, 


测试 题 七 


1. 


(1) Ж. 


17.2164); (2) (0. 0851, 17 


Р 1 
(2) 提示 : Е(Х(,)=—-+6 


(3) Ж лї: ха) 2 


(1) hitt 0, 


nÀ] (nà)? 


(2) 极 大 似 然 估计 Ө,=Х („у ， 有 偏 估计 ; 


k+2 
(3) к= 


(4) ЖЇР 


(1) Z=N(0, 


го)", 


п=1 8 Х=Х,, E(P, (Х</0)) = | 


|= 


За?) , (=, а?)= 
бт 


(2) 极 大 似 然 估计 量 52 =F, 22, 
і=1 


(3) ж. 





k+l 


2 
=° 6o? , 
G 


-= 
k 


.9149); 


ze К; 


O) =L Ym, 92 = У (ых, - ú)2, 
№ isi П i=1 
(2) Е(д)=и, EENI. 


‚ Е(Т)= Е(Х?)- 


T. CY) b= єт, 


8. –--п235. 


TES*=D(X)+(EX)?-— 


(2) [ -0.98, 0.98]; 


—Е$? = 


: (1) [-0. н, —0. 5164]; (2) [ -0. 5669, 


1 
>-—0.98 
» 


(3) [e 


: (944.26, 2703. 66). 


部 分 习题 参考 答案 


(3) (0.2430, 7. 7398). 


е 


1 
= 一 == =p? , 


Х|— 0] ш, о Йу. A T E: и? HIRE 
-0. 5251]. 


e7+0.98 ] 


=[0. 6188, 4.3929]. 
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部 分 习题 参考 答案 


9. [8.2, 10.8] 
第 Л а 
习题 8-1 
1. (1) 第 一 类 错误 ; (2) 第 二 类 错误 . 
2. (1) 犯 第 一 类 错误 的 概率 为 0.025， 犯 第 二 类 错误 的 概率 为 0. 4840; 
(2) 样本 容量 最 少 取 6; 


(3) 1 - (5-х. 
£=] 
3. 第 一 类 错误 概率 < 显著 性 水 平 . 
4. p 值 是 在 Н 成 立 条 件 下 ,检验 统计 量 出 现 给 定 观测 值 或 者 比 之 更 极端 值 的 概率 . 


# p 值 小 于 等 于 显著 性 水 平 ， 则 拒绝 Н; 反之 ， 则 不 拒绝 Ho. 
5. W. 


6. 第 二 类 错误 概率 为 P(X < ли, |н =m). 
i=l 
习题 8-2 
1. W= [Y x, > 1.282Vn}. 
i=l 


2. (1) 不 能 拒绝 原 假设 ;(2) 不 能 拒绝 原 假设 . 

3. (1) 不 能 拒绝 原 假设 ; (2) 0.6278. 

4. 该 厂商 的 声称 不 合理 . 

5. (1) 可 以 认为 考生 的 平均 成 绩 久 w=70; (2) 不 能 拒绝 原 假设 . 

6. 合格 . 

7. (1) Ну: ш26<+Н,: 1<6， 不 能 拒绝 原 假设 ， 即 认为 这 种 培育 是 有 效 的 ; 
(2) Ну: ь<беН,: 人 >6， 不 能 拒绝 原 假 设 ， 即 认为 这 种 培育 是 无 效 的 . 

8. 拒绝 原 假 设 ， 认 为 u >u, +1. 

9. 不 能 拒绝 原 假设 ， 即 认为 o? =o?. 

习题 8-3 

1. 有 显著 改变 . 

2. 不 能 拒绝 原 假设 ， 即 可 以 认为 孟 德尔 遗传 定律 成 立 . 

3. 不 能 认为 维修 次 数 服 从 二 项 分 布 . 

4. 可 以 认为 灯泡 寿命 服从 指数 分 布 . 

测试 题 八 


1. (1) Уп >ш; (2) А >t a(n). 


2. 不 能 拒绝 AH,， 即 可 以 认为 考生 的 平均 成 绩 为 70. 
з. 可 以 认为 方案 乙 比 甲 有 显著 提高 . 
1 + 


4. Р. PT аг 





% Wo 
G 


5. (1) W={ УХ, < В„(п, Po) } (2) Ж. 
i=1 


п. 


ВИ Á > м. в 


@ s. р А тзв 
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і 
l 
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TD =S @ 24 m> 





тлитева- 





扫 此 二 维 码 免费 下 载 
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由 封面 设计 : же 


E3 12E LIRAT MM 


w=mzann> 


2 3 mmo- 


т хязёв5- 


"razza ЕШЮ с5а ишао 


КІЯ 


@ ан п» + шыша 
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习题 全 解 
+W 
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